DIE P-ADISCHEN ZAHLEN

JORN STEUDING

”Die vielseitige Anwendbarkeit der Potenzreihendarstllungen in der komplexen Funktionentheo-
rie war es, die Hensel den Gedanken gab, ein entsprechendes wirksames Handwerkszeug auch
fiir die Zahlentheorie zu schaffen, und ihn so auf die p-adischen Zahlen fiihrte.” (Helmut Hasse,
[62], S. 143)

1. HENSELS GRUNDSTEINLEGUNG

Die Motivation fiir die p-adischen Zahlen liegt in den Analogien zwischen ganzen Zah-
len und Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten. Ahnlich der Primfaktorzerlegung
ganzer Zahlen lassen sich solche Polynome multiplikativ in nicht weiter zerlegbare (ir-
reduzible) Polynome zerlegen. Beobachtungen dieser Art lieferten im 19. Jahrhundert
weitreichende Konzepte zur Behandlung zahlentheoretischer Problemstellungen; hierbei
ist in erster Linie die Berliner Schule um Ernst Eduard Kummer (1810-1893), Karl Wei-
erstrafl (1815-1897) und Leopold Kronecker (1823-1891) zu nennen. Bereits 1857, also
in dem Jahr bevor Weierstral nach Berlin kam, forderte er Kronecker angesichts des-
sen Ausfithrungen zur algebraischen Zahlentheorie auf, ”dieselben Principien auf alge-
braische Functionen einer Variablen anzuwenden” (Kronecker [74], S. 303; siehe ebenso
Ullrich [137], S. 165). Kronecker folgte diesem weitblickenden Ratschlag Weierstral’ und
entwickelte eine solche Theorie der algebraischen Funktionen. Tatséchlich hatte diese
wiederum einen Effekt auf rein zahlentheoretische Fragestellungen; das Verbindungsglied
hierbei sind, wie wir im Folgenden illustrieren wollen, die p-adischen Zahlen.

Einem Polynom

an X"+ an 1 X"+ a1 X +ao

sieht man sein Werteverhalten an seinen Koeffizienten an; beispielsweise haben reelle
kubische Polynome bei X — +oo bzw. —oo ein unterschiedliches Vorzeichen und neh-
men daher jeden reellen Wert an. In der komplexen Analysis werden Funktionen einer
komplexen Verédnderlichen untersucht und entsprechend betrachtet man dort Potenzrei-
henentwicklungen
oo
am(X —x0)" =ap+a1(X —xo)+ ...+ am(X —x0)" + ...
m=0

mit komplexen Koeffizienten a,, um einen Entwicklungspunkt zy in der komplexen Ebe-
ne, welche jeweils eine komplex differenzierbare (so genannte holomorphe)! Funktion

Date: 1. Dezember 2014.

Ik omplezxe Differenzierbarkeit wird analog zur reellen Differenzierbarkeit durch Existenz des Grenz-
wertes %(f(X + h) — f(X)) bei h — 0 erklért; allerdings kann in der komplexen Ebene h nicht nur
aus zwei Richtungen gegen null streben, womit die komplexe Differenzierbarkeit wesentlich restriktiver
als reelle Differenzierbarkeit ist. Holomorph entstammt den griechischen Wértern holos fiir ’ganz’ und

morphe fiir "Form’.
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f definieren, und umgekehrt ist eine jede solche lokal (also um ) in eine Potenzrei-
he entwickelbar; sind jene Reihendarstellungen einer Funktion f um hinreichend viele
Entwicklungspunkte bekannt, ist das wesentliche Werteverhalten durch diese lokalen In-
formationen festgelegt. Dies ist genau die Philosophie hinter dem von Karl Weierstraf
(seit ca. 1841%) propagierten Zugang zur Funktionentheorie. Fiir eine (so genannte mero-
morphe) Funktion f mit einer in zy behafteten Polstelle ergibt sich dariiber hinaus eine
Darstellung als so genannte Laurent-Reihe der Form

o0

FX) =Y am(X —xz0)™  mit a,€C,

m=mg

und der ganzen Zahl myg liest man im Falle von a,,, # 0 die Ordnung der Polstelle ab;

ist beispielsweise mg = —1, so gilt
a—1
X)=— X -
f(X) sz0+a0+a1( To) + ...,

und f besitzt einen einfachen Pol in z¢ (mit Residuum a_1).
Vor dem Hintergrund dieser Darstellungen schrieb Kurt Hensel:

”Der Grund, warum die allgemeine Untersuchung der Zahlgréfien so au-
Berordentlich viel schwieriger ist als die der Funktionen, scheint mir nun
ausschliefllich der zu sein, dafl wir fiir die Zahlen im wesentlichen nur
eine einzige Darstellung kennen, wihrend wir fiir jede Funktion unend-
lich viele Funktionenelemente finden konnen. Fiir die Zahlen haben wir
némlich allein die Darstellung ihrer Grofle nach, z.B. in Form eines De-
zimalbruches mit reellen oder komplexen Koeffizienten. [...] Wenn man
fiir die Zahlen dieselbe Mannigfaltigkeit erreichen kann, wie sie die Lehre
von den Funktionen auszeichnet, so wird man auf dem Wege sein, die
Zahlentheorie zu derselben methodischen Vollkommenheit und leichten
Anwendbarkeit zu fithren, welche die Funktionentheorie seit den grundle-
genden Untersuchungen von Cauchy, Riemann und Weierstra besitzt.”?

Kurt Hensel wurde 1861 in Kénigsberg (dem heutigen russischen Kaliningrad) und
verstarb 1941 in Marburg, wo er seit 1901 eine Professur innehatte; ebenfalls ab 1901
war Hensel Herausgeber des renommierten Crelle Journals®. Seine GroSmutter war die
Pianistin Fanny Mendelssohn, Schwester des noch berithmteren Komponisten Felix Men-
delssohn Bartholdy®, womit Hensel auch ein spiter Verwandter von Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet (1805-1859) ist, welcher die andere Schwester Rebecca heiratete; wei-
tere {iber diesen Zweig verwandte Mathematiker sind Ernst Eduard Kummer, Hermann
Amandus Schmidt, Walter Hayman und Helmut Hasse (cf. Shields [126], S. 9, bzw. Hay-
man [55], S. xi), wobei Erst- und Letztgenannter spéter noch im Zusammenhang mit
den p-adischen Zahlen in Erscheinung treten werden. Neben seinen wertvollen Beitrdgen
zur Zahlentheorie (wie etwa die p-adischen Zahlen) war Hensel auch als Meister von

2Eine ausfiihrliche Behandlung der Weierstra3schen Funktionentheorie und Diskussion ihrer Abgren-
zung von Bernhard Riemanns geometrischem Ansatz findet sich bei Bottazzini & Gray [13].

3[60}7 S. 3; der Begriff 'Funktionenelement’ im Zitat steht fiir die lokale Darstellung einer Funktion.

4eines der dltesten Mathematik-Journale iiberhaupt, eigentlich Journal fir die reine und angewandte
Mathematik, 1826 gegriindet und zunichst herausgegeben von August Leopold Crelle

5Die Kinder wurden christlich erzogen und protestantisch getauft; hierbei wurde der ’christliche’

Name Bartholdy dem eigentlichen Nachnamen hinzugefiigt.
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Schiittelreimen wie "In diesem kleinen Gartenhaus / Bezwing’ ich selbst den harten
Gauf}” bekannt.

Hensel war Schiiler von Leopold Kronecker und Karl Weierstrafl. ” Allw6chentlich stat-
tete er [in seiner Berliner Zeit], wie jeder jiingere Berliner Dozent der Mathematik, dem
damals hochbetagten Weierstrafl seinen Besuch ab. Thm verdankte er neben Kronecker
wohl die hauptsichliche Anregung fiir die Konzeption des Grundgedankens seiner zah-
lentheoretischen Neuschoépfung.” ( Hasse [50], S. 3). Hensel selbst sah sich nicht nur als
Doktorand Kroneckers — mit seiner Dissertation 1884 trat er in Kroneckers Fufistapfen
und sollte auch Zeit seines Lebens dessen Ideen und Methoden verbunden bleiben —,
sondern gar als ”Hauptschiiler des grofien Berliner Mathematikers Kronecker” (cf. [137],
S. 168).

ABBILDUNG 1. Von links nach rechts zwei Wegbereiter und der Pionier der p-
adischen Zahlen: die Berliner Mathematiker Karl Weierstral und Leopold Kronecker

sowie der Marburger Kurt Hensel.

Entsprechend machte sich Hensel auf und studierte spéitestens ab 18937 zu einer fest
gewahlten Primzahl p Ausdriicke der Form

(o)
(1) o= Z A p™ mit an, € {0,1,...,p—1},
m=mgo
wobei my eine beliebige ganze Zahl ist und nennt diese p-adische Zahlen. Mit Hilfe der
Potenzgesetze und Superposition lassen sich diese unendlichen Reihen in Analogie zur
Arithmetik bei Polynomen und Potenzreihen unter Beriicksichtigung eines eventuellen
Ubertrages (formal) addieren und multiplizieren. Beispielsweise gilt so

14+4-5+3-52+0-5°+1-5"+...
+ 243-5+1-5°+2-5%°+2.5" ...
= 342-54+0-524+3-554+3-514...,
wie eine leichte Rechnung zeigt, und was wir als (14301 ...)5 +(23122...)5 = (32033...)5

notieren. Fiir endliche Summen &hnelt dies der iiblichen Dezimalentwicklung natiirlicher
Zahlen bzw. der im Umgang mit Computern gebriuchlichen Bindrdarstellung. Jedoch

6Mehr zu Hensels Leben und Werk findet sich in Hasses Nachruf [50] und Birgit Petris Dissertation
[108].

7cf. Hasse [50], S. 3; Hensels erste Verdffentlichung zu diesem Thema findet sich mit [56] in den damals
jungen Jahresberichten der 1890 gegriindeten Deutschen Mathematiker Vereinigung anlésslich der von

Richard Dedekind organisierten Jahrestagung 1897 in Braunschweig.
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steht bei diesen Ausdriicken (1) kein Stellenwertsystem im Hintergrund, wie etwa das
folgende Beispiel zeigt:

—1:p—1+(p—1)p+(p—1)p2+...:(p—l,p—l,p—l,...)p;

dass hier tatsdchlich eine Gleichung steht, offenbart Addition von eins auf beiden Sei-
ten (unter Beachtung des auftretenden Ubertrags in der formalen Reihe rechts). Seltsam
erscheint bei solchen Ausdriicken allerdings, dass, wie etwa in dem letzten Beispiel, un-
endlich viele grofie Werte aufsummiert werden ohne einen unendlichen Wert zu liefern
(und sogar ein negativer Wert als Summe positiver Terme gewonnen wird).

Hierzu duflerte Hensel:

”Das einzige Bedenken, das gegen diese Erweiterung des Biirgerrechtes
fiir die Zahlen geltend gemacht werden konnte, ist das, dafl eine sol-
che unbegrenzte Reihe, wenn man sie in gewohnlicher Weise summieren
wiirde, eine unendliche Summe ergéibe. Aber das tritt eben nur dann
ein, wenn wir an der gewOhnlichen Definition der Grofle festhalten; wir
sind jedoch heutigentags weit von dem Standpunkte entfernt, das Mafl
oder die GroBe einer Zahl oder einer geometrischen Figur als etwas von
Natur und mit Notwendigkeit Gegebenes anzusehen. Wir betrachten die
Grofle einer Figur oder einer Zahl vielmehr als eine Funktion ihrer Be-
stimmungsstiicke, deren Festsetzung ganz in unserem Belieben gestellt
ist, und bei deren Wahl wir uns durch Griinde der ZweckméBigkeit leiten

lassen.”®

Zunéchst untersuchte Hensel seine p-adischen Reihen nur als formale Objekte; 1904
kam mit seiner Arbeit [57] eine simple, aber wesentlich verénderte analytische Sichtweise
zu Tage, in welcher die Frage nach der Grofie einer Zahl (" Mafizahl” bei Hensel) in diesem
Kontext erortert wurde — mit Hilfe eines verdnderten Begriffes der Konvergenz schaffte
Hensel Vorbehalte aus der Welt. Hierzu betrachten wir (dhnlich zu Hensels Vorgehen,
bloss benutzen wir moderne Sprache) die eindeutige Primfaktorzerlegung rationaler Zah-
len. Fixieren wir eine Primzahl p, so besitzt jede rationale Zahl x # 0 insbesondere eine
eindeutige Darstellung

T = % (@) mit teilerfremden a € Z, b € N und ab # 0 mod p,

wobei v, (z) der ganzzahlige Exponent von p in der Primfaktorzerlegung von x sei. Dann
ist der p-adische Absolutbetrag erklart durch

p~r(®) falls x #0,
|z]p = —_0-
0 falls x = 0;

die Abbildung @ +— vp(x) heiit p-adische Bewertung.” Zum Beispiel ist 1/3(%) = -1
und also |%| 3 = 3. Man rechnet leicht nach, dass der p-adische Absolutbetrag dhnliche
Eigenschaften besitzt wie der aus der reellen Analysis bekannte Standardabsolutbetrag:
So gelten i) die Positivitét: || > 0 fiir beliebige € Q und |z| = 0 genau fiir = 0; ii) die

8[60], S. 17/18; ebenfalls interessant in diesem Kontext ist Oskar Perrons Miinchener Antritts- und
Verteigungsrede [106], in der er sie als "gldnzende und héchst originelle Leistung” gegeniiber dem kon-
servativen Standpunkte Kroneckers verteidigt.

9Dies ist Kiirschaks Begriff [78] (wie auch in §3 weiter thematisiert wird); Hensels verwandte "Mafzahl’

ist ein wesentlich komplizierterer Ausdruck, der weniger leistet.
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Multiplikativitét: |x-y| = |z|-|y|, sowie iii) die Dreiecksungleichung: |z +y| < |z|+ |y fiir
beliebige x,y € Q. Tatsédchlich erlaubt der p-adische Absolutbetrag im Gegensatz zum
herkémmlichen Betrag zusétzlich eine verschirfte Dreiecksungleichung

|z + ylp < max{|z|p, |ylp} fiir beliebige z,y.

Aquivalent zu dieser Ungleichung gilt nimlich v, (z+y) > min{v,(z),v,(y)}. Insbesonde-
re besitzt also eine rationale Zahl z genau dann einen kleinen p-adischen Absolutbetrag,
wenn sie durch eine groffe Potenz von p teilbar ist; der reelle Betrag von « ist hier bedeu-
tungslos. Insofern misst der p-adische Absolutbetrag eine arithmetische Eigenschaft!*°

Vor diesem Hintergrund berechnen wir eine unendliche Reihe der Form (1). Fiir die
endliche geometrische Reihe gilt bekanntlich

1— M+1

M
l4+p+pi+... +pM = me:%,
m=0 p

und wegen [pM+1], = p~M =1 konvergiert dieser Ausdruck bei gegen unendlich wachsen-
dem M gegen die unendliche geometrische Reihe

- 1
m=0 p

natiirlich ist diese Konvergenz p-adischer Natur!'! In d#hnlicher Weise zeigt sich, dass jede
der Reihen (1) p-adisch konvergiert, allerdings diirfen wir dabei nicht unbedingt rationale
Grenzwerte erwarten. In Analogie zur Dezimalentwicklung reeller Zahlen gilt ndmlich:

Die Reihe >
die Ziffernfolge schliefilich periodisch ist, also eine natirliche Zahl g existiert mit anyq =

m>mo GmP™" besitzt p-adisch genau dann einen rationalen Grenzwert, wenn

an fir alle hinreichend grofien n € N.

Dies lésst sich ganz &hnlich beweisen wie im Falle der Dezimalentwicklung. Wir diirfen
uns dabei auf den Fall mg = 0 und ag # 0 beschréinken. Liegt eine schlielich periodische
Ziffernfolge vor, ist sie als unendlicher Vektor geschrieben von der Gestalt (agaias . ..)p =
(Doby ... br—1C0CT - - Cg—1)p mit gewissen ganzen Zahlen h, g sowie b, ce € {0,1,...,p—1};
wie iiblich notieren wir die Periode mit einem Uberstrich. Es gilt also b, = a,, fir
0<m < hund ¢; = aj4rg+n fiir 0 < j < g und k € N. Wir berechnen

1

b:= bo—l—blp—i—...—i—bh_lph* und c:= co—f—clp—i—...—i—cg_lpg*l

unter Verwendung der obigen Formel fiir die p-adisch konvergente unendliche geometri-
sche Reihe und erhalten den rationalen Grenzwert

h

o0
Zampm:b+cph(1+p9+p29+,.,):bJrclfpg.

m=0

Zum Nachweis der Umkehrung betrachten wir eine rationale Zahl o = % mit teilerfrem-
den Zadhler d und Nenner f. Wir nehmen wiederum an, dass mo = 0 und ag # 0 gelten,

10 A hnliches gilt fiir den durch exp(— deg P) definierten Absolutbetrag fiir Polynome P € Q[X] vom
Grad deg P und seine Erweiterung auf rationale Funktionen. Dieser Betrag erweist sich im Studium der
Arithmetik von Funktionenkdrpern als sehr hilfreich.

U Tatsichlich ist die unendliche Reihe 1 +p+p?+... auch die Losung der Iteration &, := 1+ pen_1
mit Startwert zg = 0, welche die Gleichung X = 1 + pX 16st. Dieses kurios anmutende Beispiel ist dem

lesenswerten Buch [40] von Gouvéa entnommen, S. 17/18.
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womit f also nicht durch p teilbar ist und also nach dem Satz von Euler'? p9 = 1 mod f
bzw. pd — 1 = fk mit einer natiirlichen Zahl g und einer ganzen Zahl k gilt. Es folgt

i“ m_d_ dk
2P T

Zum Zahler dk existiert nun eine natiirliche Zahl h mit entweder 0 < dk < p” oder —p" <

dk < 0 je nach dem Vorzeichen von a. Aufgrund der Teilerfremdheit von p* und p9 — 1
existieren nach dem Bézoutschen Satz'® ganze Zahlen b und ¢ mit dk = b (p? — 1) — cp”,
wobei 0 < c < pd —1 oder 0 < ¢ < pJ—1 gewihlt sei, entsprechend dem Vorzeichen von
«. Dies fithrt auf

= =b+ec¢

[eS)
a pmi dk b(pgfl)fcph ph

E m = =

m=0 pg_l pg_l 1—p9

und Entwickeln von b und c in ihre endlichen p-adischen Darstellungen schliefit die Ar-
gumentation ab.

Fiir den Fall der Dezimalentwicklung findet man diesen Beweis bereits in Carl Friedrich
Gauly’ Disquisitiones Arithmeticae [38], §312-318. Der konstruktive Beweis liefert mit ein
wenig Rechnerei zum Beispiel:

15 5 520 6 —
—=3--=3-——=3-(2 208 - = (020212010212)3 .
- 3 - 3 361 3 (09+ 08 1_36) (020212010212)3

Hierzu 16st man zuerst die Kongruenz 39 = 1 mod 7 und findet so ¢ = 6 und k =

104; anschlieflend ist die lineare Gleichung 520 = 728b — 729¢ (mit dem euklidischen
Algorithmus) unter der Nebenbedingung 0 < ¢ < 729 zu 16sen, woraus sich b = 209 und
¢ = 208 ergeben, welche noch 3-adisch zu entwickeln sind.

Mit dem angepassten Konvergenzbegriff erhilt die Menge der unendlichen Reihen der
Gestalt (1) Struktur (dhnlich der uns wohlbekannten bei den rationalen bzw. reellen Zah-
len), wie bereits Hensel erkannte: Bzgl. der oben erklirten Addition und Multiplikation
sind die Assoziativ- und Distributivgesetze giiltig; es existieren neutrale und inverse Ele-
mente fiir diese Verkniipfungen (mit Ausnahme der Null, die kein multiplikativ Inverses
besitzt). Damit entsteht ein (in dlterer Sprache) 'Rationalitétsbereich’ bzw. (in moder-
ner Sprache) der Kérper der p-adischen Zahlen @p.14 Hensel war sich dieser Struktur
bewusst und notierte seine p-adischen Koérper mit K (p); auch bewies er in [57] etwa, dass
der Polynomring in einer Verénderlichen iiber den p-adischen Zahlen eine eindeutige Zer-
legung in nicht weiter zerlegbare Elemente besitzt. Dies ist insofern bemerkenswert, weil
Richard Dedekind (1831-1916) zwar bereits 1871 die Definition eines Korpers gegeben
hatte (implizit als Teilmengen von C), aber Dedekind selbst, und etliche Nachfolger eben-
so, diesen Begriff lediglich Zahlksrpern (also endliche algebraische Erweiterungen von Q
wie beispielsweise Q(v/2) := {a + bv/2 : a,b € Q}) und Funktionenkorpern (wie etwa

2wonach a®f) = 1 mod f fiir teilerfremde a, f gilt, wobei ¢(f) die Anzahl der zu f teilerfremden

natiirlichen Zahlen < f z#hlt
13der besagt, dass die Gleichung aX — bY = c genau dann in ganzen Zahlen losbar ist, wenn der
grofite gemeinsame Teiler d von a und b in ¢ aufgeht; in dem Fall besitzt die Gleichung unendlich viele
Losungen zs+bm/d, ys +am/d mit beliebigem ganzzahligen m und einer speziellen Lésung axs —bys = c.
MDje hiermit unvertraute Leser_in mag sich am Berechnen der (additiven und multiplikativen) In-
versen von 51 +243.5+4-52 in Qg versuchen. Eine passende Frage an dieser Stelle ist, inwiefern die

Beschrankung auf eine Primzahl p relevant ist?
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die Menge der rationalen Funktionen einer Variablen mit rationalen Koeffizienten) zu-
gesprochen hat.!® Hensels p-adische Korper sind hier die ersten Ausnahmen, wenngleich
Hensel selbst dies nicht zum Anlass nahm, eine allgemeine Theorie der Korper zu be-
griinden, sondern dieser weitere Schritt Ernst Steinitz in dessen bahnbrechender Arbeit
[133] vorbehalten blieb. Dieser duflerte iiber seinen Beweggrund fiir seine umfangreichen
Studien in einer Fuinote zu Beginn seiner Abhandlung ”Zu diesen allgemeinen Untersu-
chungen wurde ich besonders durch Hensels Theorie der algebraischen Zahlen (Leipzig,
1908) angeregt, in welcher der Korper der p-adischen Zahlen den Ausgangspunkt bildet,
ein Korper, der weder den Funktionen- noch den Zahlkérpern im gew6hnlichen Sinne des
Wortes beizuzihlen ist.” ([133], S. 167).16

2. HENSEL ZWISCHEN KRONECKER UND DEDEKIND

Die Kroneckerschen Arbeiten gelten als schwer zugiinglich; andererseits setzten sie
wesentliche Impulse fiir die Entwicklung der Mathematik in der zweiten H#lfte des 19.
Jahrhunderts. Ein herausstechendes Merkmal sind die konstruktiven Methoden. Diesem
von Kronecker gepriagten Konstruktivismus gegeniiber steht die axiomatische Methode,
wie sie prominent von David Hilbert (1862-1943) etwa in seinen Grundlagen der Geome-
trie [64] vertreten wurde!” in Anlehnung an Dedekinds Begriindung der Zahlen Was sind
und was sollen die Zahlen [26] (insbesondere Konstruktion der reellen Zahlen mit den De-
dekindschen Schnitten) und seiner auf der Mengenlehre aufbauenden, nicht-konstruktiven
Idealtheorie.

Gemeinsam mit Georg Landsberg (1865-1912), einem Breslauer Anhinger des
Kroneckerschen Zugangs zur Zahlentheorie, verfasste Hensel das Buch Theorie der al-
gebraischen Funktionen einer Variabeln und ihre Anwendung auf algebraische Kurven
und Abelsche Integrale [62]. Steinitz schrieb in seinem Bericht [132] fiir das Jahrbuch
iiber die Fortschritte der Mathematik hierzu: ”[A]n einem Lehrbuch, welches die ver-
schiedenen Methoden zu einem organischen Ganzen verband und eine im wesentlichen
vollstéindige. Darstellung der Theorie gab, hat es bislang gefehlt. Diesem Mangel wird
durch die Vorlesungen von Hensel und Landsberg abgeholfen. Von welchen Gesichts-
punkten die Verf. ausgingen, und welches Ziel sie sich gesteckt, haben sie in einem Vor-
und Nachwort ausfiihrlich dargelegt, welchen wir hier einige besonders charakteristische
Satze entnehmen: 'Im Laufe der letzten vierzig Jahre hat sich den Forschern, zuerst
durch die Arbeiten von Weierstrafl, Kronecker, Dedekind und Weber, mehr und mehr
die Uberzeugung aufgedriingt, daf der leichteste und sicherste Eingang in diese Theorie
durch eine wesentlich arithmetische Betrachtung der rationalen und der algebraischen
Funktionen gewonnen werden kann, selbstversténdlich unter organischer Einfithrung der
hierher gehorigen Resultate aus der Funktionentheorie.”” Tatséchlich etablierte sich das

15Dedekind schreibt ” Unter einem Korper wollen wir jedes System von unendlich vielen reellen oder
komplexen Zahlen verstehen, welches in sich so abgeschlossen und vollstindig ist, dafl die Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division von je zwei Zahlen immer wieder eine Zahl desselben Systems
hervorbringt.” [27], S. 223 f; der auftretende Begriff 'vollstéindig’ hat nichts mit dem im folgenden Para-
graphen auftetenden gemein.

16Steinitz gelingt in dieser Arbeit u.a. der Existenznachweis des algebraischen Abschlusses beliebiger
Korper mit Hilfe des Auswahlaxioms; siehe auch Alten et al. [1], S. 566.

ITHilberts Sichtweise ist sehr lesenswert in [65] wiedergegeben.
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Buch von Hensel und Landsberg als das Standardwerk!® bis es schlieflich von der mo-
dernen Algebra von Emmy Noether und Emil Artin abgelost wurde. Interessanterweise
deutet Steinitz [132] Kritik an bestehenden Darstellungen des Themas wie etwa [28] von
Dedekind und Weber an:

"Bei Dedekind und Weber steht die Forderung der Reinheit der Me-
thode im Vordergrunde; jede mit Stetigkeitsvoraussetzungen behaftete
Deduktion, insbesondere jede geometrische Veranschaulichung ist geflis-
sentlich vermieden, und wenn der Begriff des Punktes eingefiihrt wird,
so geschieht dies in so abstrakter Form, dafl die Gefahr einer unrich-
tigen oder auch nur der Methode zuwiderlaufenden Verwendung geo-
metrischer Vorstellungen ausgeschlossen wird. Dieser prinzipielle Stand-
punkt erscheint gewissermaflen als Reaktion gegen die in der dlteren Rie-
mannschen Theorie iiblichen, auf angebliche geometrische Evidenzen sich
stiitzenden Beweisfithrungen. Bei einem Lehrbuch, welches tiefergehen-
des Interesse fiir den Gegenstand erst erwecken soll, nicht schon voraus-
setzen darf, wiirde eine solche abstrakte Einfithrung das Eindringen in
die Theorie nur unnotig erschweren. Das hier von Anfang an benutzte
Hiilfsmittel der Reihenentwicklung hebt diesen Ubelstand, ohne darum
die Strenge der Deduktion irgendwie zu beeintréchtigen.”

Gerade diese Reihenentwicklungen sind das Muster, welches Hensel der Theorie der al-
gebraischen Funktionen entnimmt und in Form seiner p-adischen Zahlen auf die Zahlen-
theorie tibertrégt.

Wird Mathematik erfunden oder entdeckt? Diese interessante Frage um das Wesen der
Mathematik bewegte viele Geister zu Zeiten Hensels (und natiirlich auch noch heute).
Auf jeden Fall sind die p-adischen Zahlen ohne den Umbruch zur modernen Mathe-
matik gegen Ende des 19. und zu Beginn des 20. Jahrhunderts wohl undenkbar. Aus
den Untersuchungen Georg Cantors zum Begriff der Unendlichkeit und den anschlieen-
den furchtbaren und fruchtbaren Diskussionen und Kontroversen um eine Begriindung
und Axiomatisierung der Mathematik heraus entstand die moderne Mathematik. Die
Beliebigkeit der Definitionen der Verkniipfungen und ihre daraus folgenden strukturel-
len Eigenschaften ist charakteristisch fiir den modernen Zugang der Mathematik und
steht damit kontrar zu dem grofitenteils an praktischen Problemstellungen orientierten
Forschen fritherer Generationen.'® Einhergehend mit diesem Paradigmenwechsel ergibt
sich eine Professionalisierung der Mathematik (mit regelméBig publizierten Zeitschriften,
Ausbau der Fachliteratur, sowie akzeptabel ausgestatteten, weitgehend unabhingigen
Universitidten und ersten nationalen und internationalen Konferenzen). Ein fruchtbarer
Boden fiir freies und vielfaltiges Denken! Und insbesondere die Moglichkkeit, iiber die
gewdéhnliche Definition der Grdofle hinwegzugehen, wie es Hensel letztlich bei seinen un-
endlichen p-adischen Reihen vollfiihrte.

18Beispielsweise wird hier der Begriff des Divisors der Kroneckerschen Teilbarkeitstheorie algebrai-
scher Zahlen entliechen und erstmals in der Theorie der algebraischen Funktionen verwendet.

192 Modernism in mathematics did not only mean new foundations for mathematics, although they,
naturally, attracted the attention of philosophers. It also meant new mathematical objects inaccessible
in any other way. (...) The axiomatic method in geometry produced a number of novelties (...)” schreibt
Jeremy Gray [41], S. 235, und fiihrt u.a. die nicht-archimedischen Geometrien und die Henselschen p-

adischen Zahlen als Beispiele an.
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Birgit Petri schreibt hierzu: ”Hensel wurde als enger Schiiler Kroneckers wahrgenom-
men. Methodisch wurde er zudem von Karl Weierstrafl geprégt. In der Debatte {iber die
Begrifflichkeiten und Methoden in der arithmetischen Theorie der algebraischen Zahlen
argumentierte er 1894 fiir Kronecker (und damit gegen Dedekind). Ab 1897 vertrat er

eine unabhiingige Position.” ([108], S.2). Hensels duferte hierzu:*

”In der Arithmetik sind die positiven ganzen Zahlen und nur sie durch die
Natur gegeben; die Null, die negativen, die gebrochenen, die irrationalen
und die imagindren Zahlen sind Symbole, welche man hinzugenommen
hat, um in dem erweiterten Gebiete alle Rechnungsoperationen ausfithren
zu konnen. In welcher Weise man diese neu eingefithrten Symbole be-
zeichnet, ist gleichgiltig. Ich mochte in den folgenden Betrachtungen eine
von der gewohnlichen verschiedene Darstellung dieser Zahlen einfithren
und zugleich die aus ihr folgenden neuen Prinzipien der Arithmetik zur
Begriindung einer neuen Theorie der algebraischen Zahlen benutzen. Ich
bemerke dabei aber, dafl man auf diesem Wege auch Mittel fiir die arith-
metische Untersuchung der transzendenten Zahlen erhilt, insbesondere
allgemeine Kriterien dafiir, ob eine Zahl algebraisch oder transzendent
ist; denn die vorliegenden Untersuchungen ergeben zum ersten Male ei-
ne notwendige Bedingung dafiir, daf§ eine vorgelegte Zahl algebraisch
und nicht transzendent ist, und zwar stimmt dieselbe wortlich mit dem
Cauchy-Puiseuxschen Kriterium fiir die algebraischen Funktionen einer
Variablen iiberein.”

Der erste Satz dieses Zitates liegt dem Kroneckerschen Standpunkt ”Die ganzen Zahlen
hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.” (cf. [142], S. 15) sehr nahe.
Tatséchlich war Hensels urspriingliche Definition seiner p-adischen Zahlen eine derart ex-
plizite im Sinne des Berliner Konstrukivismus, dass deren Menge streng genommen nur
abzdhlbar war (vgl. Petri [108], S. 33). Insofern ist Hensel in seiner Methodik zu Beginn
ein Vertreter der Gegenmoderne, die Gegenstéinde seiner Studien, die p-adischen Zahlen
selbst, aufgrund ihrer innermathematischen Relevanz jedoch modern. Letztlich entwickelt
sich seine Theorie der p-adischen Zahlen dermaflen rasant, insbesondere dank der vielsei-
tigen nicht-konstruktiven Methoden (wie insbesondere das folgende Kapitel zeigt), dass
sein klar umrissener Standpunkt zunehmend verschwindet und Hensel gegen Ende seines
Schaffens, ab den 1920er Jahren, eine liberale Position vertrat, wie sie tatsdchlich auch
typisch war fiir die Vertreter seiner Zunft zu und seit dieser Zeit.

3. VERVOLLSTANDIGUNG DER RATIONALEN ZAHLEN

Hensel benutzte seine p-adischen Zahlen fiir eine alternative Begriindung der Theorie
der algebraischen Zahlen. Interessant sind fiir uns im Folgenden aber vielmehr analyti-
sche und elementar-arithmetische Entwicklungen, welche sich im Anschluss an Hensels
Veréffentlichung seiner zwei Monographien [60, 61] zu diesem Thema ergeben haben.
Hier ist zunéchst die von Hensels ”Mafizahl” (s.o.) inspirierte, in den Jahren 1912/13
von Jozsef Kiirschdk [78] begriindete Theorie der Bewertungen (Absolutbetrige) sowie
die Charakterisierung der Vervollstdndigungen der rationalen Zahlen durch Alexander

20[57]7 S. 51; fiir das gegen Ende des Zitates angesprochene Kriterium von Augustin Louis Cauchy

und Victor Puiseux verweisen wir auf Bottazini & Gray [13].
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Ostrowski [104] zu nennen. Wihrend Kiirschak seine Studien [78] in Budapest, fernab
der bisherigen Schaupléitze, durchfithrte, schrieb der gebiirtige Kiewer Weltenbummler
Ostrowski seine Arbeit [104] 1916 bei Hensel in Marburg noch vor der Géttinger Promo-
tion.

ABBILDUNG 2. Von links nach rechts Vervollstiandiger der rationalen Zahlen: Ge-
org Cantor (1845-1918), Jézsef Kiirschék (1864-1933), Alexander Ostrowski (1893-
1986). Cantors Vervollstandigung findet sich in einem Artikel [17] zu trigonometri-
schen (Fourier-) Reihen aus dem Jahr 1872, also noch vor seinen bahnbrechenden
Arbeiten zur Begriindung der Mengenlehre; seiner Konstruktion der reellen Zahlen
ging lediglich eine #hnliche, weniger verbreitete von Charles Méray [91] voran. Diese
Arbeiten 16sen die von Weierstrafl aufgeworfene Frage nach einer Begriindung irra-

tionaler Zahlen.

Die grundlegenden Rechenoperationen, die in der Algebra eingesetzt werden, sind
Addition und Multiplikation, deren Inverse sowie das Ziehen von Wurzeln; in der Ana-
lysis hingegen ist es entscheidend, Grenzprozesse durchfithren zu kénnen, wie bei der
Differentiation. Bekanntlich existieren konvergente Folgen rationaler Zahlen mit einem
irrationalen Grenzwert; damit ist Q nicht vollstindig (bzgl. eines jeden Absolutbetrags)
und fiir Zwecke der Analysis ungeignet. Beispielsweise konvergiert die Folge der durch

=1 a1l i =—— — | =x, — fi =0,1,2,...
To y  Tptl 5 . < €T P’(xn)> iur n=0

definierten rationalen Zahlen z,, gegen v/2; dies zeigt das Niherungsverfahren von Isaac
Newton mit dem Polynom P = X2 — 2 (welches eben /2 als Nullstelle besitzt).?! Tm
Falle der p-adischen Zahlen betrachte man etwa die Thue-Morse—Folge

to t1 tats ta...t7 tg...t15 ... = 01101001 10010110 ... ,

welche Fixpunkt der Iteration 0 — 01 und 1 — 10 ist (alternativ entsteht ein Block
toi...tgj+1_1 aus den Blocken gty ... tgj—1...t9_1 durch Invertieren der Ziffern 0 <> 1
bzw. to, = t, und to,41 = 1 — ¢, bei o = 0). Diese Folge ist filschlicherweise nach Axel
Thue [135] und Marston Morse [98] benannt, welche unabhéngig voneinander Anfang des
20. Jahrhunderts diese in unterschiedlichen Kontexten studierten und u.a zeigten, dass
die Folge der Ziffern t,, nicht periodisch ist; allerdings hatte bereits 1851 Eugéne Prouhet

21Newton hatte dies bereits 1666 in seiner Arbeit De Analysi per Aequationes Numero Terminorum
Infinitas formuliert, welche allerdings erst 1711 publiziert wurde; Hintergrund ist die Approximation des

Differentialquotienten durch Differenzenquotienten; vgl. Sonar [130], S. 383 ff.
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[110] die Thue-Morse-Folge im Zusammenhang mit dem Prouhet-Tarry-Escott—Problem
studiert.?? Definiert man hierzu die p-adische Zahl o als Grenzwert der rationalen Zahlen

M
(2) D tmp™ =0+1-p+1-p>+0-p° +... +tap™

m=0
bei gegen unendlich wachsendem M, so ergibt sich « aufgrund der erwéhnten Nichtperi-
odizitét der t,, nach dem Ergebnis aus dem vorangegangenen Paragraphen zu p-adischen
Entwicklungen als irrational.

Die oben angesprochene analytische Hiirde der Unvollsténdigkeit wird klassischerweise
durch die Konstruktion der reellen Zahlen beseitigt, und es gibt verschiedene Moglich-
keiten?3, diese Hiirde zu nehmen. Jézsef Kiirschédk [78] verallgemeinerte Cantors Ver-
vollstiindigung von Q mittels so genannter Cauchy-Folgen [17] und gewann damit die
p-adischen Kérper Q,, vermoge der p-adischen Absolutbetréige in vollkommener Analogie
und vollig gleichberechtigt zum reellen Fall.

Sei hierzu K ein beliebiger Kérper, dann induziert ein Absolutbetrag (wie im ersten Pa-
ragraphen durch i)-iii) charakterisiert, blof nun mit allgemeinem K anstelle von Q) einen
Abstand d(x,y) := |x —y| fiir x,y € K, womit folglich K in moderner Sprache ein metri-
scher Raum ist. Im Falle p-adischer Absolutbetrige mag das ungewohnte Distanzkonzept
unerwartete Figenschaften mit sich bringen, beispielsweise bedingt die automatisch giilti-
ge verschirfte Dreiecksungleichung, dass alle p-adischen Dreiecke gleichschenklig sind.?*
Von einer unendlichen Reihen der Gestalt (1) ausgehend betrachten wir die Folge ihrer
Partialsummen a,, = Zmo <m<n AmP"™; diese bilden eine p-adisch konvergente Cauchy-
Folge?® (wie sich unter Beriicksichtigung des p-adischen Absolutbetrages mit Hilfe der
verschirften Dreiecksungleichung zeigt und zugleich gew6hnungsbediirftige Aspekte der
p-adischen Analysis offenbart). Allgemeiner ist eine unendliche Reihe )" b, genau dann
p-adisch konvergent, wenn |b,, |, mit m — oo gegen null konvergiert (was im Reellen i.A.
falsch ist). Bezeichnet nun C,, die Menge aller p-adisch konvergenten Cauchy-Folgen («,)
(ohne die Voraussetzung der Form (1)), so werden Addition und Multiplikation zweier
solcher in natiirlicher Weise durch Superposition erklart:

(an) + (ﬂn) = (an + ﬂn) und (an) : (ﬂn) = (Oén ﬂn)

Tatséchlich ist dariiber hinaus auch die Division mit einer p-adischen Folge moglich,
wenn deren Grenzwert von null verschieden ist. Nun erkldrt man zwei p-adisch konver-
gente Folgen als dquivalent, wenn ihre Differenz gegen null konvergiert, und nennt (der
Eindeutigkeit wegen) die zugehérige Aquivalenzklasse von p-adisch konvergenten Folgen

22Der Mathematiker und zeitweise Schachweltmeister Max Euwe [32] benutzte 1929 die Thue-Morse—
Folge mit der Kodierung der Zugfolge Sbl-c3, Sb8-c6; Sc3-bl, Sc6-b8 fiir 0 und Sgl-f3, Sg8-f6; Sf3-g1,
Sf6-g8 fiir 1 zum Nachweis, dass geméafl den zu dieser Zeit giiltigen Regeln unendlich lange Schachpartien
moglich sind trotz der deutschen Regel, welche eine Partie zwangsldufig beendet, wenn dieselbe Folge
von Ziigen mit allen Figuren in denselben Positionen dreimal hintereinander vorkommt.

23gtwa mit Dedekindschen Schnitten und Intervallschachtelung

24Gegeben x,y, z, wobel etwa d(z,z) = |z — z|p # |y — z|p = d(y, ), folgt mit der verschérften
Dreiecksungleichung, dass d(z,y) = |z — y|p gleich max{d(z, z),d(y, )} ist.

253150 Folgen (an)n mit der Eigenschaft, dass fiir hinreichend grofie m, n die Differenz von Folgeglie-

dern a., — an beliebig klein ist
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eine p-adische Zahl und bezeichnet ihre Menge mit Q,,, dem Kérper der p-adischen Zah-
len.?5 Mit Hilfe der konstanten Folgen finden sich séimtliche rationalen Zahlen wieder und
diese liegen dicht in Q,,. Letzteres folgt vermdége der eleganten Fortsetzung des p-adischen
Absolutbetrages von Q nach Q,, durch den Grenzwert der reellen Cauchy-Folge (|, |p)
fiir eine Folge (a,) in Q, definierten Wert |(au,)|, = limy, o0 [arnp-

Im Gegensatz zum Standardabsolutbetrag auf R sind die Werte der p-adischen Betréige
diskrete Groflen. Hensel’s 'Maflzahlen’ bzw. Kiirschaks p-adische Bewertungen sind also
gewissermaflen ein mathematisches Pendant zu den diskreten Zusténden in der ebenfalls
um die Jahrhundertwende aufkommenden Quantenphysik von Max Planck, mit dem
Hensel wihrend seiner Berliner Zeit auch persénlich verkehrte (cf. Hasse [50], S. 3).
Hierzu duflerte Planck selbst:

"Da griff M. Planck in dem Bestreben, eine Deutung der experimen-
tellen Tatsachen auf Grund der beiden Hauptsitze der Thermodyna-
mik durchzusetzen, zu der radikalen Hypothese, dal die Mannigfaltig-
keit der Zustdnde, die ein schwingendes und strahlendes Gebilde besit-
zen kann, eine diskrete abzdhlbare ist, und daf} die Unterschiede je zweier
Zusténde des Gebildes durch eine endliche universelle Konstante, das ele-
mentare Wirkungsquantum, charakterisiert werden. Damit war freilich
ein grundsétzlicher Bruch mit den bisherigen physikalischen Anschau-
ungen vollzogen, denn bisher galt in jeder Theorie der Zustand eines
physikalischen Gebildes als stetig verénderlich.”2”

Tatsiichlich liefert die obige Konstruktion der p-adischen Zahlen (ebenso wie Can-
tors reelle Vervollstindigung) einen bzgl. des fortgesetzten p-adischen Absolutbetrages
vollstéindigen?® Korper; hier konvergieren alle aus Q,, gebildeten konvergenten Folgen mit
einem Grenzwert in Q,,. Sofort stellt sich die Frage, ob es {iber diese Vervollstéindigungen
hinaus weitere gibt. Zwei Absolutbetriige (iiber ein und demselben Korper) heiflen dqui-
valent, wenn sie dieselbe Topologie induzieren (d.h. jede bzgl. des einen Absolutbetrages
offene Menge auch offen bzgl. des anderen ist und umgekehrt). Alexander Ostrowski gab
1918 eine komplette Beschreibungen der moéglichen Vervollstindigungen des rationalen
Zahlenkorpers:

Jeder nicht-triviale Absolutbetrag®® auf Q ist dquivalent zu entweder dem Standardab-
solutbetrag oder einem p-adischen Betrag |.|p, wobei p eine Primzahl ist. Insbesondere

erlaubt Q folgende, paarweise nicht-isomorphe Vervollstindigungen

Vervollstandi
ervollstindigung

Q
fiir jede Primzahl p.

QQv@B""vav"' und Qoo =R

Die Notation Q, fiir R erlaubt hierbei eine einheitliche Notation. Mit Ostrowskis Resul-
tat gibt es also neben der altbekannten Vervollstdndigung der rationalen Zahlen mittels
des Standardabsolutbetrages die p-adischen Vervollstédndigungen und sonst keine weitere.

26praziser: Cp ist ein kommutativer Ring mit Einselement und die Teilmenge M, aller konvergenten
Nullfolgen bildet hierin ein maximales Ideal, womit der Quotient C, /M ein Korper ist.

271109], S. 20

286inen perfekten Korper in der damaligen Sprache; tatsdchlich findet sich dieser Begriff noch in van
der Waerdens Lehrbuch [138, 139].

29Der triviale Betrag ist definiert als |z| = 1 fiir alle  # 0 und somit relativ langweilig.
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Wie finden wir in unserem Konstrukt Q,, jedoch Hensels p-adische Zahlen aus dem
ersten Paragraphen wieder? Zu einem a € Q,, gehort eine p-adisch konvergente (modulo
Nullfolgen eindeutige) Folge rationaler Zahlen a,,. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit diirfen wir annehmen, dass die o, ganzzahlig sind und modulo p™ eine eindeutige

"—1 mod p"” mit ganzzahligen Ziffern

Darstellung der Form o, = ap + a1p+ ... + an—1p
0 < a; < p besitzen. Im Grenziibergang n — oo liefert dies genau die eingangs auf-
getretenen unendlichen Reihe der Gestalt (1). Nach Konstruktion ist diese Darstellung
eindeutig.

Ostrowskis Beweis liefert u.a. die folgende Charakterisierung: Ein Absolutbetrag | .|
tber Q ist gemau dann dquivalent zu einem p-adischen, wenn die Absolutbetrige der
natirlichen Zahlen beschrinkt sind; in diesem Fall wird das Supremum angenommen
und determiniert die Primzahl p. Solche Absolutbetréige werden in Abgrenzung zum
Standardabsolutbetrag und seinen topologisch dquivalenten als nicht-archimedische Be-
trige bezeichnet (in Anlehnung an das im p-adischen ungiiltigen Archimedische Lemma
der reellen Analysis (wonach es zu beliebigen ganzen Zahlen x, y # 0 eine natiirliche Zahl
n gibt, so dass |ny| > |z| mit dem Standardabsolutbetrag). Mit der Ostrowskischen Cha-
rakterisierung verwandt ist folgende bemerkenswerte Geschlossenheitsrelation in Form
einer Produktformel: Fiir jede rationale Zahl oo £ 0 gilt

H lal, =1;

p<oo
hierbei ist das Produkt iiber sdmtliche Primzahlen p erhoben und zusétzlich dem Symbol
00, wobei (dhnlich der Notation Q.. = R oben auch hier im Sinne einer vereinfachten
Sprache) |a|eo fiir den reellen Standardabsolutbetrag von « steht, und somit Informa-
tion iiber das Vorzeichen von « tragt, wahrend die nicht-archimedischen Betrige die
Primzahlpotenzen fiir die Primfaktorzerlegung von « beisteuern. Insofern besitzen die
verschiedenen inédiquivalenten Absolutbetrige einer rationalen Zahl Information iiberein-
ander; sind etwa alle Faktoren im obigen Produkt bis auf einen einzigen bekannt, so
ergibt sich der letzte notwendig aus den anderen.

Die Untersuchungen von Kiirschdk und Ostrowski wurden spéter fortgefithrt und we-

sentlich verallgemeinert von u.a. Friedrich Karl Schmidt, Helmut Hasse und Oswald
Teichmiiller sowie Wolfgang Krull.?"

4. DIE GANZEN p-ADISCHEN ZAHLEN UND HENSELS LEMMA

Die ganzen Zahlen bilden das Herz der Zahlentheorie. Deren Analogon im Kreis der
p-adischen Zahlen ndhern wir uns durch eine weitere, diesmal algebraische Konstruktion.
Fiir n € N betrachten wir die ineinander geschachtelten Restklassenringe

= Lp" L S TP — .. = TL)p* T — T/ pT

mit den jeweiligen Projektionsabbildungen 7, : Z/p"*'Z — Z/p"Z,x + x mod p". Der

zugehorige so genannte projektive Limes

liinZ/p"Z =< (zp) € H ZIp"ZL : Tp(Tns1) = Tn

n>1

30siche Roquette [117]
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ist ein formales Produkt von Ringen, der die Ringstruktur von jedem seiner Faktoren
erbt. Jedes Element (x,,) € lim. Z/p™Z steht fiir eine p-adisch konvergente Cauchy-Folge
ganzer Zahlen o, = ap + a1p + ... + ap—1p" ! mit der Eigenschaft z, = a, mod p".
Entsprechend lassen sich Elemente () des projektiven Limes mit p-adischen Reihen der

Form (1) mit mg = 0 identifizieren und wir erhalten

: n g ’m: <
lim Z,/p"Z > amp™ 1 0< am <p

m=0

Die Elemente der Menge auf der rechten Seite sind die ganzen p-adischen Zahlen, und
wir notieren ihre Gesamtheit als Z,. In Analogie zu den ganzen Zahlen gilt: Z, ist ein
kommutativer Ring (also insbesondere bzgl. Addition und Multiplikation abgeschlossen;
ferner existieren additiv Inverse). Unsere wohlbekannte Menge Q,, der p-adischen Zahlen
entsteht hieraus elegant als der Quotientenkorper von Zp.?’l Die p-adischen Zahlen be-
sitzen also im Gegensatz zu den reellen Zahlen ein sinnvolles Analogon ganzer Zahlen.
Und die mit unliebsamen Nullteilern®? behafteten Restklassenringe Z/p"Z mit all ihren
arithmetischen Informationen werden durch den Kérper Q, ersetzt.

ABBILDUNG 3. Links eine Visualisierungen der Menge der ganzen 3-adischen Zah-

len mit den disjunkten Teilmengen (ap+a1-3+...an-3"™)Z3 in verschiedenen Farben

geméf den Restklassen a; mod 3. Dies erinnert an das mittig stehende Sierpinski-
Dreieck, benannt nach dem Zahlentheoretiker Wactaw Sierpiriski. Den genauen Zu-
sammenhang beleuchtet Albert Cuoco [25]. Rechts Salvador Dalis 'La Cara de la
Guerra’, welches wihrend des zweiten Weltkrieges gemalt wurde.

Die obige Konstruktion der ganzen p-adischen Zahlen bringt (als projektiver Limes)
Struktur mit sich (ndmlich die eines kommutativen Rings). Diese strukturelle Herange-
hensweise ist symptomatisch fiir Teile der Entwicklung der Mathematik und insbeson-
dere der Algebra im 20. Jahrhundert gegeniiber der eher analytischen Denkweise des
19. Jahrhunderts. Einen wesentlichen Antrieb dieser Erneuerung der Algebra war die
Entwicklung der modernen Algebra durch (hauptsiichlich) Emmy Noether und Emil Ar-
tin in den 1920ern; die Mitschriften der Noetherschen und Artinschen Vorlesungen in
Gottingen bildeten die Basis des extrem einflussreichen zweibéndigen Lehrbuchs Moder-
ne Algebra [138] von Bartel van der Waerden®?, welches wohl als erstes Lehrbuch einen
projektiven Limes (etwas verkleidet als ineinandergeschachtelte Folge von Restklassen)

31Dje Leser_in mag sich versuchen im Nachweis der Dichtheit von Z in Z;, sowie der Darstellung
Q=Zplp 1 =Zp +Z [p7'].

32Gilt ab = 0 wie beispielsweise 6- 10 im Restklassenring modulo 15, so nennt man a und b Nullteiler;
in einem Korper existieren keine Nullteiler.

33spétere Versionen unter dem Titel Algebra variieren im Inhalt teilweise deutlich und blieben bis in
die 1980er weit verbreitet
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zur Konstruktion der p-adischen Zahlen benutzte®® und dabei auch ein eigenes Kapi-

tel zur Bewertungstheorie enthielt®®

. Die topologische Variante des projektiven Limes
wurde in den 1930ern intensiv von u.a. Solomon Lefschetz, Paul Alexandroff, Jacques
Herbrand, David van Dantzig und Hans Freudenthal untersucht; letzterer gab mit seiner
Arbeit [36] einen ersten Uberblick. Erste Ansitze einer solchen Konstruktion finden sich

jedoch bereits 1909/10 bei Luitzen Brouwer [14, 15].%

Eine jede Gleichung in ganzen Zahlen liefert eine Kongruenz (sogar unendlich vie-
le); hingegen kann eine Kongruenz auf einer Gleichung beruhen, muss aber nicht.
Beispielsweise sind 42 und 13 kongruent modulo 29, nicht aber modulo irgendei-
ner anderen Primzahl. Der chinesische Restsatz besagt, dass zu teilerfremden natirli-
chen Zahlen mq,...,my, und beliebigen ganzen Zahlen a1,...,a, genau eine Restklasse
zmod mq -...-m, mit

z = a; mod m; fir j=1,...,n

existiert.>” Insofern bestimmen entsprechende lineare Kongruenzen ganze Zahlen in hin-
reichend kleinen Intervallen eindeutig. Hierbei steht jede Kongruenz fiir eine lokale In-
formation hinsichtlich der Teilbarkeit bzgl. der Primfaktoren der Moduln m;. Auf dieser
simplen Beobachtung aufbauend lassen sich mit Hilfe der ganzen p-adischen Zahlen gewis-
se diophantische Gleichungen leichter untersuchen. Gegeben eine algebraische Gleichung

P(X1;X27"'5XT):05

wobei P ein Polynom in den Unbekannten Xi,..., X, und ganzzahligen Koeffizienten

ist, betrachten wir Systeme von Kongruenzen
P(X1,Xs,...,X,) =0mod p" fir n=1,2,...,

wobei p sdmtliche Primzahlen durchlduft. Zu einer jeden Primzahl p lassen sich die un-
endlich vielen Kongruenzen zu einer p-adischen Gleichung zusammenfassen; tatséchlich
ist das Losen einer Gleichung in Z, sogar dquivalent zum Losen dieser Kongruenzen.
Hensel duferte hierzu:

” Jede rationale Gleichung (...) mit rationalen Zahlkoeffizienten zwischen
beliebig vielen Zahlen des Korpers K («) bleibt richtig, wenn man sie als
Gleichung fiir den Bereich von p auffait, und umgekehrt folgt aus dem

Bestehen einer solchen Gleichung (...) fiir den Bereich von p, dafl dieselbe

Gleichung auch ihrer Gréfe nach erfiillt ist.”38

34[138}, 3. Auflage, S. 256; hier schreibt van der Waerden, dass sich p-adische Zahlen gegeniiber den
p-adischen Cauchy-Folgen ”etwas bequemer darstellen” durch eben jene ”Restklassenfolgen”. Mit der 7.
Auflage 1966 des ersten Bandes wanderte das Kapitel iiber bewertete Kérper in den zweiten Band [139]
und ist dort ab der 5. Auflage 1967 zu finden.

35Im Vorwort der dritten Auflage schreibt van der Waerden ”Schon in der zweiten Auflage wurde
die Bewertungstheorie stark ausgebaut. Sie hat inzwischen in der Zahlentheorie und in der algebraischen
Geometrie ihre Wichtigkeit immer mehr erwiesen. Daher habe ich das Kapitel Bewertungstheorie sehr
viel ausfiihrlicher und deutlicher gemacht.” [138], S. V..

36Weitere Details zur Genese solcher Limiten und Verallgemeinerungen hiervon in der Kategorien-
theorie bespricht Saunders Mac Lane [85], S. 81.

37Die Loésung lisst sich explizit als Z;L:1 aj(mi - ... -mn/m;)?("i) angeben.

38[60]7 S. 330; die Sprache und Notation weicht natiirlich von der unseren ab.



16 JORN STEUDING

Ein wesentliches Hilfsmittel in diesem Zusammenhang ist
Hensels Lemma. Es sei P € Z,[X] und fir eine ganze p-adische Zahl z1 gelte
P(z1) = 0mod pZ, und P'(z1) # 0 mod pZ,.
Dann existiert eine ganze p-adische Zahl x mit
x = x1 mod pZ, und P(z) =0.

Hier ist P’ die Ableitung von P und b = a mod p"Z, bedeutet, dass b — a € p"Z,. Hen-
sels Lemma tritt bei Hensel das erste Mal ind er Veroffentlichung [57] von 1904 auf. Sein
Beweis ist konstruktiv und dem Newtonschen Niherungsverfahren (s.0.) abgeguckt®®. In
vielen Beispielen erlaubt das Henselsche Lemma eine Antwort auf die Losbarkeit einer
diophantischen Gleichung in ganzen p-adischen Zahlen. Tatséchlich liefert das Hensel-
sche Lemma stets eine Losung (falls iiberhaupt eine existiert), wihrend das Newtonsche
Néherungsverfahren u.U. nicht zielfithrend ist.

Nahezu zeitgleich, sogar ein Jahr vor Hensel, bewies Hermann Kiihne [76] das Resul-
tat, welches nun als Hensels Lemma bekannt ist. Und tatséchlich finden sich bereits in
Gauf}’ Tagebuch [39] in den Eintrégen §76-79 bzw. in §373-375 der erst durch Dedekind
posthum verdffentlichten Disquisitiones generales de congruentiis (enthalten in [38]) im
Zusammenhang mit seinen Untersuchungen zur Kreisteilungsgleichung X™ — 1 = 0 dem
Henslschen Lemma dhnliche Ansétze; siehe hierzu auch Frei [35], S.194.

Zur Illustration des Henselschen Lemmas geben wir mit der Bestimmung der Einheiten
in Z,, ein Beispiel: Hierzu betrachten wir zu gegebenem « € Z,, ungleich null das Polynom
P = aX — 1. Genau dann, wenn die Gleichung P(X) = 0 eine Losung in Z, besitzt, ist
a eine Einheit, also invertierbar innerhalb Z, und die Losung ist das Inverse von o.
Offensichtlich kann a im Falle o € pZ, nicht invertierbar sein. Wenn nun a ¢ pZ, ist,
gilt

P'(X)=a # 0 mod pZ,,

und enstprechend ist die Kongruenz P(X) = aX — 1 = 0 mod pZ, 16sbar. Nun liefert
Hensels Lemma die Existenz einer ganzen p-adischen Zahl o~ mit P(a™1) = 0. Also gilt:
FEine ganze p-adische Zahl o ist genau dann invertierbar in Z,, wenn o € Z, \ pZ,; damit
ist die Gruppe der Einheiten von Z,, gegeben durch Z;, := Z,\pZ, = {a € Z;, : |af, = 1}.
Als weitere einfache Anwendung von Hensels Lemma lassen sich die Quadrate unter
den Einheiten als diejenigen charakterisieren, fiir die o mod pZ, ein quadratischer Rest
mod p ist. Insbesondere ist @Q,, also nicht algebraisch abgeschlossen, lésst sich aber mit
einer Konstruktion &hnlich der von C (wenngleich komplizierter) algebraisch abschlieflen,
was eingehend von u.a. Marc Krasner und Karel Rychlik untersucht wurde. Ferner zeigt
sich so, dass eine rationale Zahl genau dann ein Quadrat ist, wenn sie ein Quadrat in
jedem Korper Q,,p < oo (also inkl. Q., = R), ist. Unmittelbare Folgerungen hieraus sind
die Nicht-Isomorphie verschiedener Kérper p-adischer Zahlen und natiirlich auch R (wie
auch schon oben angerissen). Dieses letzte Beispiel der Quadrate fithrt iiber zu unserem

39Bei Hensel liest sich das wie folgt: 7 (...) so besitzt die obige Gleichung eine p-adische Wurzel, fiir
welche £ =&y (mod pp*p,) ist, und welche mit jeder vorgegebenen Genauigkeit durch die Newtonsche
Ni#herungsmethode gefunden werden kann, vorausgesetzt, da die Ordnungszahlen p’,p”, ... p(”) bei
den sukzessiven Annédherungen ungeiindert bleiben.” [60], S. 74. Hier sind die ’Ordnungszahlen’ die

Exponenten in der p-adischen Entwicklung.
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néchsten Thema und illustriert bereits inwieweit die p-adischen Zahlen bei Fragen zu
Quadraten hilfreich sein kénnen.

5. KRISE: DER GESCHEITERTE TRANSZENDENZBEWEIS

Mit der expliziten Entdeckung transzendenter Zahlen durch Joseph Liouville [84] 1844
und den Transzendenznachweisen der Eulerschen Zahl e = exp(1) durch Charles Hermite
[63] 1873 und der Kreiszahl m durch Ferdinand Lindemann [82] 1882 waren Fragen zur
Transzendenz ein zentrales Thema dieser Zeit. Einerseits lieferte Cantor [18] mit seinem
mengentheoretischen Ansatz einen nicht-konstruktiven Beweis der Existenz tiberabzihl-
bar vieler transzendenter Zahlen, andererseits entwickelten Hilbert, Adolf Hurwitz und
nicht zuletzt Weierstrafl Verallgemeinerungen des Hermiteschen Ansatzes und der Linde-
mannschen Erweiterung. Mit Blick auf die letztgenannten Bestrebungen hatte Hensel die
Idee, mit Hilfe seiner p-adischen Zahlen eine neue Methode fiir Transzendenzbeweise zu
entwickeln. Gegeniiber Hilbert duflerte Hensel einen verwandten Gedanken bereits in den
spiten 1880er Jahren (gemif einem Eintrag von 1888 in Hilberts Reisetagebuch, cf. Petri
[108], S. 313). Dieser Wunsch gipfelte in einem 1905 auf der Naturforscherversammlung
in Meran vorgetragenen und auch als [58] publizierten fehlerhaften Beweisversuch der
Transzendenz von e.

Hensels Argument basierte auf der Exponentialreihenentwicklung

R P S A S S
Tttt D e pe
mit einer Einheit e. Insofern geniigt e also der algebraischen Gleichung X? = 1 4 pe;
hierbei ist das Polynom XP — (1 4 pe) nicht weiter zerlegbar®. Wire nun e algebraisch,
also Wurzel einer algebraischen Gleichung n-ten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten,
dann bestiinde selbige ebenfalls im Korper der p-adischen Zahlen mit einem Grad, der
kleiner oder gleich n ist. Wahlt man nun p > n, so gébe es fiir e zwei verschiedene, nicht
weiterzelegbare algebraische Gleichungen fiir e, was der eindeutigen Faktorisierung von
Polynomen mit ganzen p-adischen Zahlen widerspréche.

Oskar Perron [106] wies bereits in seinem Habilitationsvortrag im Sommer 1906 wohl
als Erster auf Liicken hin, welche sich letztlich nicht schliefien lieflen; Hensel rdumte die
Liicke kurze Zeit danach selbst ein [59]. Auch die darauf aufbauenden Resultate, wie etwa
Hensels Versuch, die Transzendenz von 7 p-adisch zu beweisen, scheiterten damit. Der
wesentliche Makel des Hensels Beweisversuches besteht in dem ungenierten Gebrauch
der Exponentialreihe in unterschiedlichen Zahlbereichen. Ullrich [136] vergleicht dies mit
der Kontroverse zwischen Johann Bernoulli und Gottfried Leibniz iiber die Mehrdeu-
tigkeit des komplexen Logarithmus. Neal Koblitz [73], S. 82-84, gibt explizite Beispiele
von unendlichen Reihen mit rationalen Termen, die sowohl p-adisch als auch bzgl. des
Standardabsolutbetrages konvergieren, jedoch mit unterschiedlichen rationalen Grenz-
werten.*! Fiir eine detaillierte Analyse des fehlerhaften Ansatzes verweisen wir auf die
Arbeiten von Ullrich [136, 137] und Petri [108], S. 276 ff.

404150 irreduzibel in der Sprache der Algebra, wie sich mit dem Kriterium von Schénemann-Eisenstein
nachweisen lésst
411 diesem Kontext gibt er auch folgenden fehlerhaften Beweis der Irrationalitdt von m: Ange-
a

nommen, m = 7 mit a,b € Z und p wire eine ungerade Primzahl, die nicht in a aufgeht, so folgte

0 = sin(pbr) = sin(pa) = 302 (—1)"(pa)?*+1/(2n + 1)! = pa mod p?, ein Widerspruch. Wo liegt der
Fehler?
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Hensels Idee bildete jedoch die Grundlage weiterer Untersuchungen zur p-adischen
Analysis, u.a. durch seinen Schiiler Reinhold Strafmann, aber auch spéiter Marc Kras-
ner sowie Alexander Grothendieck und John Tate unter dem Stichwort ’Rigid analytic
spaces’ in den 1960ern mit einem wesentlich abstrakteren und allgemeinerem Zugang.*?
Mittlerweile entdeckten Jean-Paul Bézivin und Philippe Robba [7] einen p-adischen Be-
weis des allgemeineren Satzes von Lindemann—Weierstra$ (inkl. der Transzendenz von m
und e)%3.

Birgit Petri [108], S. 11, schreibt im Kontext des gescheiterten Henselschen Transzen-

denzbeweis:

"Wéhrend er sich in der Arbeit 1904 auf die moderne Kraft der
Neuschopfung verliel, kehrte er in seinem Vortrag 1905 zur Idee des
Zusammenhangs aller moglichen Zahlen zuriick. Da seine Intuition aber
fehlschlug, wirkten die p-adischen Zahlen ziellos modern. Es gab kein
naheliegendes Anwendungsgebiet und vermutlich hielten es andere Ma-
thematiker fiir gefdhrlich, mit ihnen zu arbeiten, nachdem Hensel selbst

von seinen Intuitionen getduscht worden war.”

Insofern besteht mit dem misslungenen Versuch eines Transzendenzbeweises mit den neu-
en p-adischen Zahlen eine bemerkenswerte Parallele zur zeitgleich aufkeimenden Debatte
iiber die Grundlagen und Methoden der Mathematik und letztlich der Grundlagenkrise
selbst.

Hensel wendete sich anschliefend von Transzendenzbeweisen ab und den quadrati-
schen Formen zu, wie es auch die wechselnden Inhalte seiner Lehrbiicher [60] und [61]
verdeutlichen. Dieses Mal ist er von einer guten Intuition geleitet.

6. QUADRATISCHE FORMEN UND DAS LOKAL-GLOBAL-PRINZIP

”Unsere jetzige Kenntnis der Theorie der quadratischen Zahlkorper setzt
uns in den Stand, die Theorie der quadratischen Formen mit beliebig
vielen Variabeln und beliebigen algebraischen Zahlencoeflicienten erfolg-
reich in Angriff zu nehmen. Damit wird insbesondere zu der interessanten
Aufgabe, eine quadratische Gleichung beliebig vieler Variabeln mit alge-
braischen Zahlencoeffizienten in solchen ganzen oder gebrochenen Zahlen
zu l6sen, die in dem durch die Coefficienten bestimmten algebraischen
Rationalitétsbereiche gelegen sind.”

Dies ist David Hilberts Formulierung seines elften Problems, gestellt anlésslich seines
berithmten Vortrages auf dem Internationalen Mathematiker Kongress (ICM) 1900 in
Paris. Der nachstehende Satz von Hasse-Minkowski 16st dieses elfte Hilbertsche Problem
im Falle rationaler Koeffizienten und endlicher algebraischer Erweiterungen derselben.**
Dessen Formulierung benétigt jedoch einige einleitende Worte.

Quadratische Formen nehmen einen zentralen Platz in den zahlentheoretischen Stu-
dien des ausgehenden 18. und 19. Jahrhunderts ein. Auf speziellen Beobachtungen von
Pierre de Fermat und seiner Korrespondenten im 17. Jahrhundert aufbauend entwickelten

42siche Bosch [12] fiir Details und einen geschichtlichen Abriss

43und Frits Beukers, Bézivin und Robba [6] entfernten hiervon noch den schwierigen p-adischen Teil
mittels eines elementaren Arguments, womit letztlich ein weiterer reeller Beweis gefunden wurde

44siche hierzu Yandell [148], S. 247
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Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange, Adrien-Marie Legendre, Carl Friedrich Gau$,
Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, Henry John Steven Smith, um nur einige zu
nennen, eine allgemeine Theorie zur Behandlung quadratischer Formen und Fragestel-
lungen bzgl. ihres Wertebereichs. Allgemein ist eine quadratische Form ¢ in den Variablen

Xi,..., X, definiert durch ein homogenes Polynom der Form
q=qX) = Z ;i X; X mit X =(Xy,...,X,)
1<i,j<n

und Koeffizienten a;; aus einem Ring oder Korper K; der Einfachheit halber denken
wir zunéchst an K = Q und also rationale Koeffizienten. Zwei Formen ¢; und g2 heiflen
dquivalent, wenn die eine durch eine umkehrbare ganzzahlige lineare Transformation aus
der anderen hervorgeht; praziser formuliert miissen hierfiir ganze Zahlen a;; existieren,
so dass die Identitét

¢1(X) = ¢2(Y) mit Yy =anXi+...+apX, firi=1,...,n

und Y = (Y7,...,Y,) besteht.*> Mit Hilfe quadratischer Ergéinzung lassen sich die ge-
mischten Terme beseitigen und die Unbekannten treten lediglich noch als Quadrate auf,
was auch unter dem Namen der Hauptachsentransformation in der analytischen Geome-
trie bekannt ist und oftmals eine vereinfachte Darstellung liefert.

3 3 3 3 3 3 3¢ 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 -3¢ 3 3 3 3 3 3

ABBILDUNG 4. Kegelschnitte lassen sich durch quadratische Formen beschreiben.
Die Ellipsen E. : 2X2 +10XY + 13Y2 = ¢ mit ¢ = 1 und ¢ = 2 und Gitterpunkte
(x,y) # 0. Eine geeignete Transformation iiberfithrt Eo in (15 — v/221)X2 4 (15 +
V221)Y? < 4, woraus man vol(Ez) = 2r > 22 gewinnt, und der Minkowskische
Gitterpunktsatz liefert die Existenz von Gitterpunkten (z,y) # 0, welche notwendig
auf F1 liegen.

Eine zentrale Frage im Themenkreis der Formen ist, welche Zahlen durch eine gege-
bene quadratische Form dargestellt werden, und, falls also die quadratische Gleichung
q¢(X) = m bei gegebenem m losbar ist, welcher Gestalt die Losungen x sind. Wich-
tig ist hier anzumerken (und unschwer zu beweisen), dass dquivalente Formen dieselben
Zahlen darstellen. Weil quadratische Formen homogen sind, ist 0 = (0, ..., 0) stets eine

Ry Expert_innen der linearen Algebra: Mit Hilfe der aus den Koeffizienten gebildeten symmetri-
schen Matrix Q = (ay;) (also a;; = aj;) gilt ¢(X) = X 9 X', und zwei Formen XOXt XOX! sind
genau dann Aquivalent, wenn Q = AQA" mit einer Matrix A € SL,(Z); hierbei ist SL,,(Z) die Gruppe

aller n X n-Matrizen mit ganzzahligen Eintragen und Determinante eins.
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Losung der Gleichung ¢(X) = 0; diese Losung heifit trivial. Ist die Gleichung hingegen
nicht-trivial 16sbar, nennen wir die Form ¢ isotrop®® iiber K, und bemerkenswerter Wei-
se stellen solche isotropen Formen dann bereits jedes Korperelement dar: Gilt ndmlich
¢(x) = 0 mit einer isotropen und auf Hauptachsenform transformierten Form der Ge-
stalt ¢ = >0, a; X7 und x = (21,...,2,) mit etwa a;z;1 # 0, so folgt iiber den Ansatz
y1 =21(1 +¢) und y; = z;(1 — t) fir j = 2,...,n nach einer kurzen Rechnung

n n
Z ajyjz = a1y} — arzy(1 — t)2 + Z ajx?(l — )% = da 23t
Jj=1 Jj=1
=0
womit t = m/(4a123) bei variablem m € K auf q(y1,...,y,) = m fithrt. Hierbei liegen
die y; in demselben Kérper (etwa Q bzw. Q,) wie die z; und m.

Eine simple Kongruenzbetrachtung wird bei der Frage nach Isotropie quadratischer
Formen nicht ausreichen, denn wegen 2 = z mod 2 kann eine Untersuchung modulo
2 sicherlich nicht weiterfiihren; nun koénnte man an Kongruenzen modulo 22 oder gar
modulo hoherer Zweierpotenzen denken, auch kénnte man versucht sein, der einzigen
geraden Primzahl*” die Schuld zuschieben zu wollen, aber tatsichlich liefern erst die p-
adischen Zahlen den richtigen Ansatz. Nichtsdestotrotz gab es bereits vor den p-adischen
Zahlen bemerkenswerte Teilergebnisse.

Betrachten wir zunéchst ternédre quadratische Formen (also n = 3). Wir gehen (wie
oben) von einer von gemischten Termen bereinigten Form aus und die Unbekannten,
die wir in diesem Falle ausnahmsweise mit X,Y, Z statt X, X2, X3 bezeichnen wollen,
treten nur quadratisch auf. Ein erstes Kriterium zur Kldrung der Isotropie quadratischer
Formen entdeckte Legendre [80]: Es seien a,b,c quadratfreie teilerfremde ganze Zahlen
ungleich null. Dann besitzt

aX?+bY*+cZ*=0

genau dann eine nicht-triviale Losung in ganzen Zahlen (also 0 # (z,y,2) € Z°),
wenn a,b und c nicht alle dasselbe Vorzeichen besitzen und —ab mod ¢, —bc mod a und
—camod b quadratische Reste sind.*® Den Fall quadratischer Formen mit vier Varia-
blen behandelte zuerst Adolf Meyer [92]. Die Charakterisierung isotroper quadratischer
Formen beliebig vieler Verdnderlicher wurde durch den jungen Hermann Minkowski [95]
realisiert, angeregt durch eine von Hilbert und Hurwitz [67] aufgeworfene Frage zur Aqui-
valenz rationaler quadratischer Formen.*?

Hermann Minkowski wurde 1864 in Alexotas, einem heutigen Stadtteil von Kaunas
in Litauen geboren und starb unerwartet frith 1909 an einer Blinddarmentziindung in

Gottingen. Er hatte bereits als Siebzehnjdhriger mit seiner Arbeit (spéter verdffentlicht

46,505 bedeutet im Griechischen "gleich’ und tropos steht fiir ’Richtung’ bzw. ’'Drehung’.

47welche tatséchlich auch in vielen p-adischen Beweisen eine Sonderrolle einnimmt und deshalb im
Englischsprachigen auch ab und an als 'the oddest prime’ bezeichnet wird

48 Andre Weil schreibt in seiner Erlduterung der Legendreschen Studien zu quadratischen Formen:
?0Of Legendre’s number theory it may fairly be said that there is often more scaffolding in it than solid
masonry; even the foundations are at times so shaky that the visitor feels seldom quite safe, in spite of
the the warning signs which Legendre does insert from time to time.” [144], S. 327. Dessen ungeachtet
raumt Weil obigem Resultat einen hohen Stellenwert ein.

49Tatsschlich ist Minkowskis Artikel der ” Auszug aus einem von Herrn H. Minkowski in Bonn an
Herrn Adolf Hurwitz gerichteten Briefe”, so der Untertitel von [95] und mit einem Kommentar von

Hurwitz versehen.
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als [93]) zu Darstellungen von natiirlichen Zahlen als Summe von fiinf Quadraten fiir Auf-
sehen gesorgt und gemeinsam mit Henry J.S. Smith 1881 den Preis der Pariser Akademie
erhalten. Kurioserweise war das gestellte Problem bereits 1868 von Smith geldst worden,
die Losung aber anscheinend weitgehend unbemerkt geblieben. Minkowski eréffnete mit
seinem Ansatz jedoch das Studium der Formen beliebig vieler Variabler. Wahrend seines
Studiums in Konigsberg wurde David Hilbert sein Kommilitone und Freund und Adolf
Hurwitz Lehrer und véterlicher Freund. Spéter begriindete Minkowski die Geometrie der
Zahlen, verfasste hierzu die einflussreiche Monographie [96], und spielte (wie auch Hil-
bert) eine wichtige Rolle bei der Entwicklung der Relativitéitstheorie. Minkowski hatte
Professuren in Bonn, Koénigsberg, Ziirich und Gottingen inne.

Minkowskis hinreichenden und notwendigen Kriterien zur Aquivalenz von 1890 sind
spektakulir (und modulo dem Henselschen Lemma tatsiichlich diquivalent zum nachste-
henden Satz™”), jedoch verklausuliert in Invarianten der quadratischen Form (Diskrimi-
nante, Geschlecht) und leider wenig praktikabel. Die befreiende Losung und natiirliche
Formulierung gelang gut dreilig Jahre spéter mit Hilfe der p-adischen Zahlen durch Hen-
sels Doktoranden Hasse.

ABBILDUNG 5. Von links nach rechts: Hermann Minkowski (1864-1909) und Hel-
mut Hasse (1898-1979), die Analytiker quadratischer Formen, sowie Hasses Dokto-
rand Heinrich-Wolfgang Leopoldt (1927-2011), von dem im Zusammenhang mit der

p-adischen Zetafunktion noch die Rede sein wird.

Helmut Hasse wurde 1898 in Kassel geboren, diente nach seinem Notabitur 1915 als
Freiwilliger im ersten Weltkrieg, studierte ab 1917 zunéchst in Kiel, dann in Gottingen
und schlieflich ab 1920 bei Hensel in Marburg, war dessen Nachfolger, zuvor fiir kurze
Zeit Privatdozent, wiederum in Kiel, dann Professor in Halle und spéter Professor in
Gottingen, Berlin und Hamburg. Hasse verstarb 1979 in Ahrensburg bei Hamburg. Wie
sein Doktorvater und entfernter Verwandter (iiber die Mendelssohns, cf. Yandell [148], S.
246) war Hasse lange Jahre Herausgeber des Crelle Journals. Seine nationale Einstellung
und Kollaboration mit den Nazis wird unterschiedlich bewertet und wird im néchsten
Paragraphen néher erortert.

50Hierzu schreibt Ullrich [137]: ”Minkowski’s name comes into play here because already in 1890 he
had found a result [...] that is equivalent to the above statement modulo , however, the — at least at that
time — non-trivial "Hensel’s lemma”’; S. 173. Tatséchlich zitiert Hasse Minkowskis Vorarbeiten nicht in
[45], wohl aber in seiner Arbeit [46] zur Aquivalenz. Im Laufe der Zeit entwickelte sich die Namensgebung

zu Gunsten der Nennung von Minkowski als Wegbereiter.
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In seiner 1921 fertiggestellten Dissertation Uber die Darstellbarkeit von Zahlen durch

quadratische Formen im Kérper der rationalen Zahlen® bewies Hasse den folgenden

Satz von Hasse—Minkowski. Eine quadratische Form ist genau dann isotrop tiber Q,

wenn sie isotrop tber allen Q,, p < oo, ist.

Beispielsweise liefert der Satz von Hasse-Minkowski angewandt auf die Formen X7+ X3+
X2 —mXZ mit m = n bzw. n + 1 einen einfachen Beweis des Vierquadratesatzes von
Lagrange, dass jede natiirliche Zahl sich als Summe von vier Quadraten darstellen lisst.??
Ubrigens lisst sich jede p-adische Zahl als eine Summe von zwei Quadraten schreiben,
wenn p = 1 mod 4 ist; es sind drei Quadrate notwendig im Falle p = 3 mod 4 und sogar
vier im Falle p = 2. Auf alle Félle lisst sich —1 als Summe von Quadraten darstellen, wo-
mit Q, nicht angeordnet ist. Eine &hnliche Anwendung des Satzes von Hasse-Minkowski
mit X7 + X2 + X2 — (8n + 3) X7 liefert den tiefliegenden GauBschen Satz von der Dar-
stellung jeder natiirlichen Zahl als Summe von hochstens drei Dreieckszahlen.5

Der Beweis des Satzes von Hasse-Minkowski benotigt Etliches an Theorie: aus der
analytischen Zahlentheorie den Dirichletschen Primzahlsatz {iber Primzahlen in arith-
metischen Progressionen®, aus der elementaren Zahlentheorie Hilberts verallgemeinerte
Theorie der quadratischen Reste (inkl. dem so genannten Hilbert-Normrestsymbol an-
stelle des Legendre-Symbols) als Ersatz fiir die Minkowskischen Einheiten und natiirlich
eine genaue Analyse der multiplikativen Struktur von @Q,, und seiner Untergruppe der
Quadrate.?® Insbesondere fillt vom Beweis folgender Spezialfall ab: Im Falle einer unge-
raden Primzahl p ist jede quadratische Form in mindestens drei Variablen mit mindestens
drei Koeffizienten in Z,, isotrop tber Q,. Wir illustrieren diesen Sachverhalt und seinen
Nutzen an einem Beispiel: Betrachten wir die Form ¢(X,Y,Z) = 3X2-5Y2—-772% so
sind nur noch nicht-triviale Losungen in Q,, fiir p = 2,3,5,7 zu suchen. Beispielsweise
lasst sich der Fall p = 3 wie folgt behandeln: Aufgrund des Henselschen Lemmas (s.o.)
ist —% € 1+ 3Z3 ein Quadrat in Q3, also existiert eine 3-adische Zahl y mit y? = —g
und entsprechend gilt ¢(0,y,1) = 3-0% — 59> — 7-12 = 0. Also nur auf den ersten
Blick verschiebt (oder verschlimmert) der Satz von Hasse-Minkowski die Fragestellung
zur Losbarkeit einer gewissen quadratischen Gleichung in den lokalen Bereich (und derer

51lversffentlich wurde diese Arbeit jedoch erst 1923 als [45] im von Hensel herausgegebenen Crelle
Journal

52Der Vierquadratesatz von Lagrange offenbart, dass X% + X22 + X§ + Xf eine so genannte uni-
verselle quadratische Form ist, weil sie alle natiirlichen Zahlen ausnahmslos darstellt. Das so genannte
’290-Theorem’ von dem jiingst mit einer Fields-Medaille geehrten Manjul Bhargava und Jonathan Han-
ke [8] besagt, dass eine positiv-wertige quadratische Form mit ganzzahligen Koeffizienten, welche die
29 Zahlen 1,2,3,5,6,7,10,13,14,15,17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 34, 35, 37,42, 58,93, 110, 145, 203, 290
darstellt, bereits alle natiirlichen Zahlen darstellt! Dieses bemerkenswerte Ergebnis ist in einem gewissen
Sinne bestmoéglich, und es gibt insgesamt genau 6436 solche universellen quadratischen Formen in vier
Veranderlichen. Diese Frage geht iibrigens auf Srinivasan Ramanujan zuriick.

53Dje Dreieckszahlen lassen sich mit einem gleichseitigen Dreieck visualisieren (man denke an Billiard)
und geniigen also der Formel %n(n + 1) fiir ein n € N. Diese Entdeckung vermerkte Gaufl am 10. Juli
1796 in seinem mathematischen Tagebuch [39] mit dem Eintrag §18 ” x* EYPHKA num = A+A+A”.

54In jeder primen Restklasse a mod m existieren unendlich viele Primzahlen, wie Hasses entfernter
Verwandter Dirichlet 1837 bewies.

55Einen Beweis findet sich bei Serre [125]; der einfache Fall ternérer quadratischer Formen wird etwa
in Cassels [19] behandelt.



DIE P-ADISCHEN ZAHLEN 23

sogar unendlich viele), allerdings ist die Beantwortung zur lokalen Losbarkeit letztlich

nur fiir endlich viele Primzahlen p notwendig und dann jeweils einfach.

Die Entstehungsgeschichte des Satzes von Hasse-Minkowski ist interessant. Angeregt
wurde Hasse zu seinem Beitrag zur Theorie der p-adischen Zahlen durch seinen Dok-
torvater, Kurt Hensel. Hasse zog es von Gottingen nach Marburg wegen Hensels 'Zah-
lentheorie’ [61], welches er wéhrend seiner Zeit als Soldat im ersten Weltkrieg studiert
hatte. Insbesondere interessierte Hasse sich fiir die neuen p-adischen Zahlen, welche ’in
Gottingen als eine Kuriositit betrachtet wurden’®. Tatsiichlich enthilt Hensels zweite
Monographie [61] im Gegensatz zu ihrem Vorgénger [60] ein ganzes Kapitel zu quadra-
tischen Formen und insbesondere wird auch Legendres klassisches Resultat (s.o0.) her-
geleitet; auch spiegelt die Akzentuierung der quadratischen Formen Hensels Interesse
an diesem Themenkreis wider. In diesem Zusammenhang dachte Hensel bereits an eine
Auflésung der schwer verstéindlichen Minkowskischen Aquivalenz zur Isotropie durch die
p-adischen Zahlen, aber iiber eine fiir die Losbarkeit der zugrunde liegenden Gleichun-
gen in p-adischen Zahlen hinreichende Bedingung hinaus ist nichts in seinen Werken zu
finden. Als Hasse von seinen ersten Erfolgen (postalisch) berichtet, antwortet Hensel per
Postkarte mit folgenden Worten:

"Ich habe immer die Idee, dafl da eine ganz bestimmte Frage zu Grunde
liegt. Wenn ich von einer analytischen Funktion weif}, daf sie an allen
Stellen rationalen Charakter hat, so ist sie rational. Wenn ich bei einer
Zahl dasselbe weif}, daf} sie fiir den Bereich jeder Primzahl p und fiir p
p-adisch ist, so weifl ich noch nicht, ob sie eine rationale Zahl ist. Wie

wiire das zu ergénzen?”°”

Hierzu fihrt Hasse [51] fort:

" Es war die Frage am Schluf dieser Mitteilung, die mir die Augen geéffnet
hat: Die Bedingungen des Lagrangeschen Satzes lieSen sich ja dahinge-
hend formulieren, daff die terndre Form fiir jede Primstelle p eine nicht-
triviale p-adische Nulldarstellung zuldfst! Und der Satz selbst besagt, dafl
sie dann auch eine nicht-triviale rationale Nulldarstellung zulift.” 58

Hasse schliefft mit einem Dank an seinen verehrten Lehrer und véterlichen Freund Hen-
sel.>?

Interessant ist Hensels Gutachten der Arbeit seines Zoglings (siehe Abbildung 5); ne-
ben der lobenden Beschreibung des Inhaltes der Dissertation duflert sich Hensel auch zu
weiteren, noch nicht klar umrissenen und ausgearbeiteten Moglichkeiten der neu gewon-
nenen Einsicht (siehe Abbildung 6). Und tatséchlich wendete Hasse seine Techniken noch
im selben Jahr auf Zahlkorper [47] an. Eine noch umfassendere Theorie lieferte spéter

56Benjamin Yandell schreibt hierzu: ” The p-adic numbers were regarded as a curiosity in Géttingen,
but Hasse recognized their potential.”; [148], S. 246.

5THasse [51], S.4

58Tatséchlich ist hier Legendres Satz von oben gemeint; zur damaligen Zeit wurde dieses Resultat
oft Lagrange zugeschrieben.

5%und die Leser_in sei aufgefordert, selbst Hasses weitere Kommentare zu dieser unprézise formu-
lierten, aber folgenschweren Frage Hensels zu lesen. Cassels schrieb hierzu ”In the early 1920’s, at the
very commencent of his career, Hasse, inspired by a truly delphic postcard from Hensel formulated the

”local-global principle” (...)”, [19], S. vi.
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ABBILDUNG 6. ”Sehr wesentlich ist es nun, dass die so gefundenen notwendigen
Bedingungen auch hinreichend fiir die rationale Darstellbarkeit von m durch f(z;)
sind. Durch Anwendung einer Lagrangeschen Reduktionsmethode beweist ndmlich
der Verfasser dieser Arbeit zuerst fiir bindre dann aber auch fiir terndre und allge-
meine quadratische Formen f(z1,...,2n) dass m stets und nur dann fiir den Bereich
K (p) einer jeden Stelle p = 2,3,5,...po d.h. iiberall im Kleinen durch f(z;) dar-
stellbar ist, wenn sie auch innerhalb K (1) d.h. im Groflen die Gleichung m = f(x;)
eine Losung besitzt. Hiernach bilden also die endlich vielen Bedingungen fiir die
Auflgsbarkeit der obigen Gleichung in den p-adischen Kérpern K (p) die notwendige
und hinreichende Bedingung fiir ihre Losbarkeit im Koérper der rationalen Zahlen.”
Auszug aus Hensels Gutachten der Hasseschen Dissertation, erstellt am 30. Mirz
1921; mit pso ist das Verhalten bzgl. der archimedischen Vervollstidndigung gemeint,
und K (1) steht fiir den rationalen Grundkérper.

Hasses Assistent Ernst Witt im Rahmen seiner Habilitation [147]. Sein Zugang ist geome-
trischer Natur und quadratische Formen werden als Funktionen auf Moduln betrachtet;
siehe hierzu auch Kneser [72].%° Dariiber hinaus behandelte Hasse die Aquivalenz quadra-
tischer Formen in den Arbeiten [45, 46] (welche im Wesentlichen seine Habilitationsschrift
widerspiegeln). Auch hier gilt eine Korrespondenz zwischen dem rationalen Fall und den
p-adischen Féllen. Hasse selbst (wie auch Hensel) spricht zu diesem Zeitpunkt von einem
Prinzip vom Kleinen zum Grofien. Heutzutage bezeichnet man Zahlkoérper wie Q (aber
auch endliche algebraische Erweiterungen) als global und nennt Vervollstéindigungen der-
selben lokal, wie etwa die p-adischen Kérper Q, (aber auch Restklassenkorper) und R.
Auf den Hasseschen Arbeiten aufbauend besagt das

60Witt war seit 1933 Mitglied der NSDAP und dariiber hinaus auch bei der SA. Neben Witt war
Oswald Teichmiiller nicht nur Teilnehmer in Hasses Seminar zu p-adischen Zahlen, sondern auch beken-

nender Nazi; siche Hauser et al. [54].
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ABBILDUNG 7. ”Auch die Geschlechter der allgemeinen n-iren Formen vermag
nédmlich Minkowski durch ein System von Invarianten vollstdndig charakterisieren
nédmlich durch ihren Grad n, ihren Diskriminantenkern d und durch die Charaktere
einer gewissen terniren Restform von f welche zwar von den Hasseschen Charakteren
im Allgemeinen verschieden sind, die aber natiirlich auch durch diese sehr viel ein-
facheren Charaktere ersetzt werden kénnen. Die organische Einfithrung dieser neuen
Charaktersysteme ohne Benutzung der Minkowskischen sehr schwierigen und tief lie-
genden Deduktionen wiirde das Thema einer neuen Arbeit sein, auf die der Verfasser
zum Schluss nur hinweist, deren Vollendung durch die hier durchgefiihrten Unter-
suchungen wesentlich erleichtert werden wiirde.” Auszug aus Hensels Gutachten der
Hasseschen Dissertation, erstellt am 30. Méarz 1921.

Lokal-Global-Prinzip:5* Nutze lokale Informationen zu einem arithmetischen Objekt

(in den lokalen Korpern Q,,p < oc), um globale Informationen zu erzielen (in Q).

Ein weiteres friithes Beispiel neben dem Satz von Hasse-Minkowski fiir einen solchen Zu-
sammenhang ist ein Resultat von Gustav Rados [111] von 1922, welches besagt, dass ein
normiertes Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten genau dann in Linearfaktoren iiber Q
zerfillt, wenn selbiges gilt fiir seine Reduktionen modulo siamtlichen Primzahlen.%? Hin-
gegen war die Idee der Dichotomie zwischen dem Kleinen und Groflen bzw. dem Lokalen
und Globalen in dieser Zeit durchaus en vogue, wie etwa Renaud Chorlay [22] beschreibt;
allerdings war diese Begriffsbildung zuvor keinen arithmetischen Fragestellungen vorbe-
halten. Tatséchlich benutzte bereits William Osgood seit 1898 ”im kleinen” und ”im

61in einiger Literatur auch "Hasse-Prinzip’

62Hingegen hatte Hilbert mit dem iiber Q irreduziblen Polynom X%+ 13X?2 481 ein Beispiel gegeben,
dass die Reduzibilitdt modulo sdmtlichen Primzahlpotenzen nicht vererbt wird; siehe auch Narkiewicz
[100].
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grossen” in seinen Verdffentlichungen und Hermann Weyl schrieb 1912 ganz im Hensel-
schen Sinne: ”Es ist natiirlich und innerlich konsequent, wenn dabei die Riemannschen
Ideenbildungen, ja selbst das mit ihnen im engem sachlichen Zusammenhang stehende
Weierstrafische Princip der analytischen Fortsetzung von der Darstellung ausgeschlossen
bleiben und die Betrachtungen sich auf das Verhalten der Funktionen ”im Kleinen” (d.h.
im jeweiligen Giiltigkeitsbereich der zugrunde gelegten Reihenentwicklungen oder dgl.)
beschrénken.” [145] (siehe auch Chorlay [22]).

Das Lokal-Global-Prinzip ist ein erstaunlich starkes Instrument. Wie auch Cassels
bemerkt®®, mussten einige Jahre ins Land gehen, bevor die Mathematiktreibenden das
von Hasse entdeckten Lokal-Global-Prinzip sich zu eigen machten und dessen Tiefe und
Potential sich in zahlreichen Publikationen niederschlug. Zunéchst wurden die Grenzen
des Lokal-Global-Prinzips aufgezeigt. Mit dhnlicher Argumentation wie oben zeigt sich
beispielweise, dass die Gleichung

(X2 —2)(X2+7)(X?+14) =0

Lésungen in sémtlichen lokalen Kérpern Q,,, p < oo besitzt,%* jedoch offensichtlich keine
in Q. Auch fiir Formen hoheren Grades besteht i.A. kein Analogon. Ernst Selmer [124]
untersuchte kubische Formen und fand mit u.a. 3X3+4Y?2 —523 ein einfaches Beispiel ei-
ner kubischen Form, die dem Lokal-Global-Prinzip nicht gehorcht; lokal stellt diese Form
stets die Null nicht-trivial dar, aber es existiert keine nicht-triviale globale Darstellung.®®
Hingegen bewies Bryan Birch [10], dass jede Form ungeraden Grades mit im Vergleich
zum Grad hinreichend vielen Variablen isotrop ist. Eine Vermutung von Emil Artin [3]%
besagt, dass stets Isotropie vorliegt, wenn die Anzahl der Variablen das Quadrat des
Grades iibersteigt. Wahrend dies zutrifft auf die Félle quadratischer und kubischer For-
men, zeigte Guy Terjanian [134] im Falle biquadratischer Formen die Ungiiltigkeit dieser
Vermutung; allerdings zeigten James Ax und Simon Kochen [4] mit einem modelltheore-
tischen Argument, dass fiir hinreichend grofle d und fast alle Primzahlen p (abhéingig von
d) jedes homogene p-adische Polynom vom Grad d eine nicht-triviale Nullstelle besitzt.

Einen Spezialfall illustriert das von Edward Waring 1770 aufgestellte und nach ihm
benannte Waringsche Problem: Zu jeder natirlichen Zahl k existiert eine natiirliche Zahl
g(k), so dass jede natiirliche Zahl n sich darstellen lisst als Summe von g(k) vielen k-ten
Potenzen [140]; er behauptete dariiber hinaus, daf ”jede Zahl dargestellt werden kann
als Summe von vier Quadraten, neun Kuben, neunzehn Biquadraten”6”. Im Fall k = 2
geniigen nach dem klassischen Lagrangeschen Satz vier Summanden, also ¢g(2) = 4, im
Falle von Kuben ist g(3) = 9, was zuerst Arthur Wieferich [146] und — eine Liicke
desselben schlieBend — Aubrey John Kempner [71] zeigten, und g(4) = 19 nach R. Ba-
lasubramanian [5] sowie Jean-Marc Deshouillers und Frangois Dress [29]. Der allgemeine

637 His [Hasse’s| formulation succinctly subsumes a mass of earlier results, often with quite complicated
enunciations. Nevertheless, the merits of this approach took a long time to percolate into the collective
mathematical consciousness.” [19], S. vi

64hierfiir erinnere man sich der Charakterisierung der p-adischen Quadrate, des Henselschen Lemmas
und der klassischen Theorie der quadratischen Reste; dieses Beispiel geht auf Thoralf Skolem [129] zuriick.

65Ferner wies Selmer fiir die Form aX3 + bY3 + ¢Z3 + dW3 das Lokal-Global-Prinzip nach im Falle
nicht verschwindender Koeffizienten mit ad = be.

66wohl nie von Artin selbst als solche publiziert; siche das von Serge Lang und John Tate verfasste
Vorwort in seinen gesammelten Artikeln [3].

67¢f. Schmidt [121], S. 1
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Fall wurde von Hilbert [66] bewiesen®®. Es bezeichne R(m, k,n) die Anzahl der Losungen
(1,...,2p) der Gleichung

m=XF4+. .+ XF
mit z; > 0. In den 1920ern entwickelten Godfrey Hardy und John Littlewood die Kreis-

methode und mit dieser komplex-analytischen Integration gewannen sie [44] fiir n > 2%
die asymptotische Formel

LT+ 4)n

I'(3%)

R(m,k,n) = m* S(m) + O(m*~179)
mit einem positiven §, wobei I'(z) die Gamma-Funktion ist® und die so genannte sin-

gulire Reihe &(m) gegeben ist als das Euler-Produkt
S(m) = Hép ,  wobei Spi=1+ Z (w(pj) _ w(pj,l))
P =

und w(d) gleich dem Produkt von d'~" mit der Anzahl der Lésungen der Kongruenz
XF+ ...+ X} =0mod d ist. In Anbetracht von 6, = lim;_,o, w(p’) stehen die Grofen
8, fiir die jeweiligen Dichten der p-adischen Losungen der Gleichung XF +...+ Xk = 0.
Insofern steht die singulére Reihe fiir dem diophantischen Problem entsprechende Rest-
klassenbedingungen; beispielsweise sind die Quadrate ganzer Zahlen = 0,1 mod 4 und
keine natiirliche Zahl m = 3 mod 4 ist somit Summe von zwei Quadraten. Der Quo-
tient der Gamma-Faktoren wird als Beitrag der Stelle im Unendlichen p = oo inter-

pretiert. Der Fehlerterm = (m#% ~179)

fallt im Vergleich mit dem Hauptterm verhé&lt-
nisméfig klein aus, weshalb fiir hinreichend grofie m eine Darstellung als Summe von
n vielen k-ten Potenzen besteht. Fiir die Anzahl der notwendigen Summanden g(k) gilt
g(k) > [(3/2)%] 4+ 2% — 2 und Gleichheit wird vermutet; die Ungleichung folgt aus der
Darstellung von (| (3/2)* | —1)2% +2* —1 als Summe von |(3/2)*| —1 Summanden 2% und
von 2¥ —1 Summanden 1*, wobei |z] fiir die grofite ganze Zahl < x steht. Einen Uberblick
iiber den Kenntnisstand und weitere Beispiele fiir die Einsatzbereitschaft der Kreisme-
thode und p-adischer Groflen in damit verwandten asymptotischen Entwicklungen liefern
Wolfgang Schmidt [121] fiir mittlerweile klassische Fragestellungen und Timothy Brow-
ning [16] mit Blick auf diophantische Fragestellungen bei projektiven Varietiten und die

Vermutung von Yuri Manin.

Auch das Analogon des Satzes von Hasse-Minkowski fiir ganze Zahlen bzw. ganze p-
adische Zahlen ist i.A. nicht richtig, ein komplizierterer Sachverhalt im Geiste des Lokal-
Global-Prinzips ist jedoch richtig und wurde 1935 von Carl Ludwig Siegel [127] bewiesen;
auch hier spielen Vorarbeiten von Minkowski [95] eine wesentliche Rolle, weshalb ihm zu
Ehren dieses Resultat auch als Satz von Minkowski und Siegel bekannt ist.”® Im weite-
ren Kontext sind hier unbedingt auch Beitréige (inkl. neuen Methoden) zur Verteilung
von Gitterpunkten auf Ellipsoiden von Yuri Linnik [83] sowie William Duke und Rainer
Schulze-Pillot [30] zu nennen. Ebenfalls in den 1930ern entwickelten Thoralf Skolem [128]

68,uf Vorarbeiten seines Lehrers Hurwitz [69] aufbauend; diese Leistung wird von Nicola Oswald [105]
als Emanzipation des Schiilers Hilbert von seinem Lehrer Hurwitz gewiirdigt.

69%iir positive = definiert durch das Integral Joo t* L exp(—t)t

"Omehr dazu bei Kneser [72]
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und Kurt Mahler [87] mit ihren p-adischen Methoden, diophantische Fragestellungen wie
etwa die nicht-triviale rationale Losbarkeit von Gleichungen wie beispielsweise

X5 4+2YV°% 4425 —10X%Y 22 = +1

anzugehen; mehr hierzu u.a. bei Cassels [19] und Mordell [97]. Bereits 1929/30 bewies
Mahler [86] die Transzendenz der p-adischen Thue-Morse-Reihe (2). Und ganz im Trend
der Zeit griff Mahler [88] 1934/35 dariiber hinaus die Losung des siebten Hilbertschen
Problems™ zur Transzendenz von o bei algebraischen § und o # 0,1 durch Alexan-
der Gelfond und (unabhéngig) Theodor Schneider auf und bewies ein p-adisches Ana-
logon des Gelfondschen Transzendenzbeweises. Auch weitere bahnbrechende Resultate
der diophantischen Analysis fanden ihre p-adischen Analoga. D. Ridout [115] bewies das
p-adische Aquivalent des Satzes von Thue-Siegel-Roth zur Approximation algebraischer
Zahlen” und Hans Peter Schlickewei [120] gelang der Nachweis des p-adischen Teilraum-
satzes, den Arbeiten Wolfgang M. Schmidts folgend.”

Hensels urspriinglicher Wunsch der Begriindung einer algebraischen Zahlentheorie auf
p-adischer Basis (neben seinen Transzendenzuntersuchungen) wurde im Rahmen der Aus-
arbeitung und Vereinfachung der Klassenkorpertheorie ebenfalls im Laufe der 1930er
realisiert. Die wesentlichen Arbeiten hierzu leistete Claude Chevalley™ mit u.a. seiner
Einfiihrung [21] der Adéle und Idéle”™ (wie auch Weil [143] dokumentiert). Insbesonde-
re sei hier das p-adische Analogon des Satzes von Kronecker-Weber genannt, wonach
jede abelsche Erweiterung von Q (also eine endliche algebraische Erweiterung mit abel-
scher Galois-Gruppe) in einem Kreisteilungskorper enthalten ist; tatsichlich impliziert
das (lokale) p-adische Analogon hier auch das (globale) klassische Resultat.”® Weitere
Folgerungen ergaben sich mit der Zeit. So begriindete Hasse in Zusammenarbeit mit
Emmy Noether und Richard Brauer die Strukturtheorie normal einfacher Algebren {iber
Zahlkorpern. Einen Abriss iiber Konsequenzen des Lokal-Global-Prinzips fiir die alge-
braische Geometrie liefert Barry Mazur [90].

7. DIE NAZIZEIT

”Die Dichter und die Denker / Holt in Deutschland der Henker. /
Scheinen Mond und Sterne nicht / Ist die Kerze das einzige Licht.”
(Bert Brecht, aus dem Gedicht *Alfabet’ von 1934)

Mit der Machtergreifung 1933 hatte die Nationalsozialistische Deutsche Arbeiterpartei
(NSDAP) die politische Kontrolle in der Weimarer Republik iibernommen. Dies hatte
unmittelbar nicht nur extreme Auswirkungen auf die Gesellschaft, auch die Wissenschaft

"IHilbert hatte dieses Problem gegeniiber der Fermatschen Vermutung und der Riemannschen Ver-
mutung gegeniiber als das schwierigste eingestuft.

"2fiir die Klaus Friedrich Roth 1958 auf dem ICM in Edinburgh mit der Fields-Medaille geehrt wurde

"3siehe Hindry und Silverman [68] fiir eine moderne Einfiihrung in diese Resultate

7dder zuerst bei Hasse in Marburg studierte und spéter in Paris und Princeton forschte und u.a.
jlingstes Mitglied bei Bourbaki wurde

Der Begriff Idéle leitet sich aus ’ideales Element’ ab, was zunéchst mit ’id.el.” abgekiirzt wurde; cf.
Neukirch [102], S. 129.

76fiir Details sei wiederum auf Cassels [19], §8.4 & 10.12 verwiesen
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in Deutschland wurde in kiirzester Zeit in Mitleidenschaft gezogen. Jiidische oder anders-
denkende Mathematiker_innen wurden aus ihren Anstellungen gerissen, wihrend natio-
nalsozialistisch Gesinnte und Mitlidufer in frei werdende Amter dringten, neue Macht-
strukturen aufbauten und erheblichen Einfluss auf die Entwicklung der Mathematik selbst
nahmen. Die Lebensldufe der Protagonisten der p-adischen Zahlen liefern traurige Bei-
spiele.

Die Professorenschaft an den deutschen Universitidten zu Zeiten der Weimarer Repu-
blik kann einerseits als weitgehend deutschnational und teilweise antisemitisch beschrie-
ben werden, war dabei aber oftmals auch erstaunlich unpolitisch und der Demokra-
tie nicht sonderlich aufgeschlossen; wesentliche Einfliisse hierfiir war der verlorene erste
Weltkrieg (an dem etliche als Soldaten aktiv beteiligt waren), die wirtschaftliche Insta-
bilitéit und die demokratischen Wirren der jungen Weimarer Republik (siehe auch Segal
[123], Chapter 3). Kurt Hensel war deutschnationaler Gesinnung, brachte allerdings den
Nazis keinerlei Begeisterung entgegen. Tatséchlich entstammte Hensel einer wohlsituier-
ten evangelischen, urspriinglich allerdings jiidischen Familie mit vielen Kiinstlern_innen
(die Verbindung zu den Mendelssohns wurde schon erwéhnt). Hensels Frau Gertrud (ge-
borene Hahn) kam aus einer jiidischen Industriellenfamilie. Vor der Hochzeit lief sich
Gertrud taufen, eine in dieser antisemitischen Zeit weitverbreitete Handlung im Rahmen
der Assimilierung weiter Teile der jiidischen Bevolkerung.”” Im Jahr 1929 wurde Hen-
sel ordnungsgeméifl emeritiert und sein ehemaliger Schiiler Hasse wurde als Nachfolger
berufen.

Dieser hatte sich glinzend entwickelt dank seiner Arbeiten zu quadratischen Formen;
wihrend kurzer Aufenthalte in Kiel und Halle hatte er in engem Kontakt mit den Ham-
burger Zahlentheoretikern, wie z.B. Emil Artin und Erich Hecke, die Klassenkorpertheo-
rie weiter ausgebaut sowie einfache Algebren studiert. Diese letztgenannten Untersuchun-
gen fiithrte er in Marburg fort, nun in regem Kontakt mit Emmy Noether in Goéttingen und
Richard Brauer in Konigsberg. In dieser Hinsicht kann Hasse im Gegensatz zu seinem
Lehrer Hensel als ein vielseitiger Mathematiker mit Teamgeist charakterisiert werden.
Mit der Machtergreifung der Nazis am 30. Januar 1933 und der unmittelbar nachfolgen-
den Politisierung der Universitéiten ergaben sich fiir Hasse weitere Optionen, die ihn aus
der hessischen Provinz ins mathematische Zentrum bringen sollten.

Mit dem Gesetz zur Wiederherstellung des Berufsbeamtentums vom 7. April 1933 wur-
den jiidische oder andersdenkende Hochschullehrer_innen ihrer Amter enthoben. Am Ma-
thematischen Institut in Gottingen, zu dieser Zeit immer noch das Aushéngeschild ma-
thematischer Fakultidten in Deutschland, sah sich beispielsweise der jiidische Zahlentheo-
retiker Edmund Landau (1877-1938) extremen Anfeindungen durch nationalsozialistische
Studenten, angefiihrt von Oswald Teichmiiller und Werner Weber, ausgesetzt und wurde
Ende April beurlaubt; der Institutsleiter und Jude Richard Courant (1888-1972) teilte
sein Schicksal und auch der Nichtjude Hermann Weyl (1885-1955) kehrte (wohl wegen
seiner jiidischen Frau) Gottingen den Riicken.”™ Es begann ein undurchsichtiges Rinke-
spiel, die freigewordenen Professuren wieder zu besetzen. Zum 2. Juli 1934 erhielt Hasse

77Ganz dhnlich h atte sich die Familie Mendelssohn verhalten. Ubrigens war Hensel selbst (zumindest
in spéten Jahren) Atheist (cf. Petri [108], S. 16).
"8Tatsichlich wiren hier weitere Menschen und ihre Schicksale anzufiihren, jedoch sei hier auf Schap-

pacher [118] verwiesen.
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die Professur des emigrierten Weyl und Erhard Tornier (1894-1982) folgte dem beur-
laubten Landau; gemeinsam {ibernahmen sie die Leitung des Mathematischen Institutes.

Auch Tornier war ein Schiiler Hensels; er hatte zeitgleich mit Hasse in Marburg stu-
diert und ebenfalls 1922 mit einer (unveréffentlichten) Arbeit zu p-adischen Zahlen bei
Hensel promoviert. Anschliefend war Tornier fiir kurze Zeit Hasses Assistent in Halle;
hierbei entstand sogar eine gemeinsame Arbeit [53] zur algebraischen Zahlentheorie. Mit
den spéteren Veroffentlichungen setzte bei Tornier ein Interessenwandel zu Fragen der
Wahrscheinlichkeitstheorie ein. Um in diesem Gebiet Fuf} zu fassen, baute er auf alte Ver-
bindungen und bat einen weiteren Henselschen Doktoranden, Adolf Abraham Fraenkel
(1891-1965), um Hilfe.

ABBILDUNG 8. Links Abraham Fraenkel, rechts die Villa der Familie Hensel, in
der Fraenkel mit Familie kurz nach Ende des ersten Weltkriegs wohnte. Heute ist in
dem Geb&dude im Gisonenweg nahe des Marburger Landgrafenschlosses das Herder-

Institut fiir historische Ostmitteleuropaforschung zuhause.

Fraenkel hatte bereits 1914 bei Hensel promoviert, er wurde zwei Jahre spéter ha-
bilitiert und schliefllich 1922 nichtbeamteter auflerordentlicher Professor in Marburg;
ab 1928 war Fraenkel Professor in Kiel mit einer zweijahrigen Unterbrechung fiir eine
Lehrtitigkeit an der neugegriindeten Hebrew University of Jerusalem. Nach seiner Riick-
kehr wurde Fraenkel Opfer der Nazipolitik in Gestalt seines Bekannten Tornier. Dank
Fraenkels Fiirsprache erhielt Tornier zunéchst eine Stelle in Kiel bei dem vielverspre-
chenden, kroatischen Wahrscheinlichkeitstheoretiker Vilim (William) Feller (1906-1970).
Tornier war seit 1932 Mitglied der NSDAP und wuf3te dies auszunutzen. Mit dem Gesetz
zur Wiederherstellung des Berufsbeamtentums im Riicken denunzierte Tornier den Ju-
den Feller, der daraufhin emigrierte, zuerst nach Skandinavien, wo Feller seine Arbeiten
zum zentralen Grenzwertsatz verfasste, welche ihn zu einem der wichtigsten Wahrschein-
lichkeitstheoretiker seiner Zeit machten, spéter lebte und wirkte er in den U.S.A.; wie so
viele européische Wissenschaftler_innen im Zuge der Drangsalierungen der Nazis. Tornier
hingegen machte weiter Karriere im ’Dritten Reich’. Zuerst meldete Tornier Anspriiche
auf Fraenkels Lehrstuhl an, wenngleich erfolglos. Trotzdem wurde Fraenkel seiner jiidi-
schen Religionszugehorigkeit wegen beurlaubt, verliefl umgehend Kiel und kehrte an die
Universitdt in Jerusalem zuriick, deren Rektor er in der Zeit von 1938 bis 1940 war.

Fraenkel war letztlich der Logik verschrieben, wie bereits seine wahrend der Promo-
tionszeit 1912 verfasste, axiomatische Begriindung der p-adischen Zahlen [33] erkennen
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liel. Mit seinen Arbeiten um 1920 herum, also wihrend seiner Marburger Zeit, studierte
Fraenkel das Auswahlaxiom von Ernst Zermelo, welches ein wesentlicher Streitpunkt in
den Diskussionen zum Wesen der Mathematik Anfang des 20. Jahrhunderts war, und be-
griindete daraus hervorgehend die heute fiir viele Bereiche der Mathematik grundlegende
Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre (oftmals mit ZF abgekiirzt). Seine Ausarbeitung Azioma-
tische Begrindung der transfiniten Kardinalzahlen [34] ist Hensel zu dessen sechzigstem
Geburtstag gewidmet. Insbesondere vor dem Hintergrund, dass Hensel ein Schiiler des
Konstruktivisten Kroneckers war und Zeit seines Lebens und Schaffens eine allzu strikte
Position in der Debatte iiber die Grundlagen der Mathematik vermied, ist diese Wid-
mung einer Arbeit im Geiste Cantors duflerst bemerkenswert und zeugt von einem Anfang
der 1920er Jahre letztlich von der mathematisch-philosophischen Grundlagendiskussion
befreiten Hensel.

Anfang 1934 galt es, die vakanten Professuren am Mathematischen Institut in Goéttin-
gen zu fiillen. Gesucht wurden anerkannte Mathematiker, die zudem politisch hinreichend
konform waren, den wissenschaftlichen Betrieb am Laufen zu halten und dabei auch
im Geiste der neuen Ideologie repriasentativ waren. Insbesondere wurde Helmut Hasse
genannt. Seine politische Einstellung spiegelt folgendes Zitat aus einem Interview mit
Constanze Reid [112], S. 250/251, wider:

"My political feelings have never been Nationalsocialistic but rather 'na-
tional’ in the sense of the Deutschenationale Partei, which succeeded the
Conservative Party of the Second Empire [under Wilhelm IT]. I had strong
feelings for Germany as it was created by Bismarck in 1871. When this
was heavily damaged by the Treaty of Versailles in 1919, I resented that
very much. I approved with all my heart and soul of Hitler’s endeavors
to remove the injustices done to Germany in that treaty. It was from this
truly national standpoint that I reacted when the Faculty [at the first
meeting after the war’s end] more or less suggested that such a view was

not permissible in one of its members.”

Im Jahr 1929 war Hasse der Deutschnationalen Volkspartei (DNVP) beigetreten (siehe
Zitat). Auf Grund der Kooperation mit der NSDAP und deren Wahlerfolgen verlor die
DNVP rasant an Bedeutung und 16ste sich im Juni 1933 auf; die Reichstagsabgeordneten
der DNVP schlossen sich der NSDAP-Fraktion an. Hasse selbst stellte 1937 einen Antrag
der NSDAP beizutreten. Angesichts einer Welle von Anfragen zur Aufnahme in die NSD-
AP Anfang 1933 hatte die Parteispitze zum 1. Mai bis auf weiteres eine Aufnahmesperre
fiir neue Mitglieder verhéingt, so dass keine Neuanmeldungen (mit Ausnahme von An-
gehorigen der "Hitler Jugend’, der 'Nationalsozialistische Betriebszellenorganisation’ und
weiterer Naziverbiinde) mehr moglich waren; 1937 erfolgten Lockerungen und Sonderre-
gelungen zu dieser Sperre, vollkommen aufgehoben wurde sie erst 1939.7 Hintergrund fiir
die Aufnahmesperre war die Angst der Parteifithrung, zahlreiche Mitldufer ohne wirkli-
che Sympathien anzuziehen und politischen Gegnern Sabotage von innen zu ermdoglichen.
Hasses Parteibeitritt verhinderte wohl eine jiidische Grofimutter in seiner Ahnenreihe; es
erfolgte eine Registrierung als Parteianwiérter, aber eine endgiiltige Aufnahme in die Par-
tei erfolgte nicht. Nach dem Krieg veranlasste die britische Militarregierung die vorlaufige

"9Ende 1939 zéihlte die NSDAP mehr als fiinf Millionen Mitglieder; nach der Volkszéhlung vom Mai
1939 lebten ca. 80 Millionen Menschen im ’Deutschen Reich’.
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Entlassung Hasses aus dem Staatsdienst; 1948 wurde Hasse im Rahmen der Entnazifizie-
rung schliefllich entlastet (womdoglich dank der Unterstiitzung zahlreicher Kollegen) und
nahm im Folgenden Professuren in zunéchst Berlin und schliefllich Hamburg an.

Zunéchst schien Hasse jedoch die optimale Losung fiir Gottingen zu sein, die dort ent-
standenen Liicken im neuen Geiste zu fiillen. Seine Gottinger Kollegen Weyl und Courant
sahen ihn als ”a political conservative and a first-class mathematician” bzw. ”the sort of
person who might be acceptable to the Nazi régime and expected to uphold the Gottingen
mathematical tradition.”®® Auch den politischen Machthabern schien Hasse ein akzepta-
bler Kandidat. Wie viele seiner Kollegen unterzeichnete Hasse am 11. November 1933 das
Bekenntnis der Professoren an den deutschen Universitdten und Hochschulen zu Adolf
Hitler und dem nationalsozialistischen Staat. Hatte das Gesetz zur Wiederherstellung des
Berufsbeamtentums die Lehrfreiheit an den Universitdten abgeschafft, so wurde mit dem
Bekenntnis der Versuch unternommen, Stimmung fiir die anstehenden Reichstagswahlen
zu machen (bei der bereits nur NSDAP-Kandidaten zu wéhlen waren) und die Selbst-
bestimmung der Universitédten weiter einzuschrinken und letztlich das Fiithrerprinzip an
den Hochschulen einzufiihren.

Hasses Position wiahrend der Nazizeit ist schwer versténdlich. In kiirzester Zeit gerieten
er und sein fritherer Kommilitone Tornier in Leitungsfragen des Institutes aneinander.
Sicherlich stand fiir Hasse das mathematische Talent iiber der politischen Gesinnung.
So setze sich Hasse beispielsweise vehement fiir Emmy Noether ein (siehe hierzu etwa
Schappacher [118] und Segal [123]), was letztlich jedoch nichts an ihrer Emigration in die
U.S.A. dnderte. Andererseits machte sich Hasse nicht nur mit sozialem Engagement und
Forschungsergebnissen einen Namen, sondern auch mit hochschul- und wissenschafts-
politischen Aktivitdten, z.B. bei der Deutschen Mathematiker Vereinigung (DMV). Fiir
diese fungierte er seit 1932 als deren Schatzmeister. Eine weitere zentrale Rolle bei der
DMV spielte der Schriftfithrer Ludwig Bieberbach (1886-1982). Dieser renommierte Funk-
tionentheoretiker war ein iiberzeugter Nationalsozialist. Er versuchte seinen propagierten
Standpunkt der 'Deutschen Mathematik’ an den Universitédten, in den Journalen und in
der DMV zu verankern. Beispielsweise startete Bieberbach auf der Jahrestagung im Sep-
tember 1934 in Bad Pyrmont den Versuch, innerhalb der DMV das Fiihrerprinzip mit
Tornier an der Spitze einzusetzen, scheiterte jedoch am Widerspruch von u.a. Hasse und
Wilhelm Blaschke; Letztgenannter wurde als Vorsitzender eines modifizierten Fiihrer-
prinzips gewéhlt (vgl. Remmert [113]).

Einige abschlielende Worte zur Situation in Marburg. 1934 iibernahm der Geome-
ter und Topologe Kurt Reidemeister (1893-1971) Hasses Lehrstuhl in Marburg, der ja
nach Gottingen berufen worden war. Reidemeister selbst hatte zuvor eine Professur in
Konigsberg inne, war aber im Zuge der Machtergreifung der Nazis und den sich dar-
aus ergebenden Umbriichen vor Ort von seinem Amte enthoben worden; angesichts von
Kundgebungen des nationalsozialistischen Studentenbundes in K6nigsberg ” verwendete
er eine ganze Vorlesungsstunde darauf, im einzelnen darzulegen, wie unakademisch und
unzivilisiert das Verhalten dieser Studentengruppen sei. Er wurde darauthin 1933 seines

800t wird auch Carl Ludwig Siegel zitiert: ”I saw Hasse for the first time wearing Nazi-party insignia!
It is incomprehensible to me how an intelligent and conscientious man can do such a thing. I then learned
that the foreign policy occurences of recent years had made Hasse into a convinced follower of Hitler”;
gemifl Segal [123], S. 165, sind diese Worte ’nicht zu unterschitzen’, allerdings handelte es sich wohl

nicht um das NSDAP-Abzeichen, sondern um ein von Hasse oft getragenes Sportabzeichen.
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Amtes enthoben. Seine Suspendierung erfuhr er aus der Zeitung.” schreibt Gundlach [42].
Insbesondere seine Begriindung der Knotentheorie aus dieser Konigsberger Zeit verhalf
Reidemeister zu weiter Anerkennung. Durch Intervention von Blaschke wurde Reidemei-
ster nach Marburg berufen.

Ende des Sommersemesters 1935 wurde Hensel aufgefordert, seine Lehrtatigkeit nie-
derzulegen; der Rektor gab hierfiir als Grund die von den Nationalsozialisten erlassenen
Niirnberger Rassengesetze an. Dem Reichsbiirgergesetz vom 16. September 1935 zufolge
durfte kein Jude mehr ein 6ffentliches Amt innehaben.8! Am 19. Dezember 1935 wurde
Hensel mitgeteilt, dass er zum Jahresende in den Ruhestand versetzt wiirde, was jedoch
keine Woche spéter widerrufen wurde, weil formal emeritierte Hochschullehrer nicht als
Beamte in diesem Sinne anzusehen wiren. Einerseits wurde Hensel in seiner Personalak-
te mit dem zusétzlichen Vornamen ’Israel’ gefiihrt, andererseits scheint die Universitét
Marburg bis zu Hensels Tod 1941 keine weiteren Ressentiments gegen ihn vorgebracht
zu haben. Im Jahr 1939 trat Hensel auf Hasses Rat aus der DMV aus, wohl um einem
Ausschluss zuvorzukommen (vgl. Gundlach [42] bzw. Petri [108], S. 24/25).

Ein trauriger Kollege Hensels in Marburg war der Psychologe Erich Rudolf Ferdi-
nand Jaensch (1883-1940). Seit 1913 hielt dieser einen Lehrstuhl an der Universitét
Marburg inne; in seiner Forschung vertrat er eine experimentalpsychologische Richtung.
Bekannt wurde Jaensch durch seine in den 1920ern entwickelte Typologie, welche, ba-
sierend auf wahrnehmungspsychologischen Uberlegungen und einem religionspsychologi-
schen Ansatz, eine Klassifizierung in Integrationstypen (J) und (S) bereitstellt; hierbei
besitzen J-Typen integrierte psychische Funktionen, die ihre Anregungen alleine aus ih-
rer Wahrnehmung der Auflenwelt beziehen, wihrend S-Typen psychisch labil sind und
sich nicht an irgendeiner Vorstellung orientieren. Jaensch’ Typologie wurde von den Na-
zis in ihre menschenverachtende Rassenlehre integriert. Bieberbach nahm die Jaensche
Typenlehre als Anlass ”fiir meine eigene Wissenschaft, die Mathematik, den Einflufl von
Volkstum, von Blut und Rasse, auf den Stil des Schaffens an verschiedenen Beispielen
klarlegen.”; so ist geméifl Bieberbach etwa Landaus analytische Definition der Kreiszahl
7w als das Doppelte der kleinsten positiven Nullstelle des Kosinus ein Beispiel fiir das
'unnatiirliche nicht-arische Denken’ eines S-Typs. Bieberbach schliefit ”(...) all unser Tun
wurzelt in Blut und Rasse und empfingt von ihnen seine Eigenart.” [9] (bzw. Remmert
[113]). Im Rahmen dieser 'Deutschen Mathematik’ vertrat Bieberbach weitere haarstreu-
bende Standpunkte; siehe hierzu Remmert [113] und Segal [123] sowie die zeitgendssische
Replik von Godfrey Hardy [43].%

Jaensch bekannte sich spétestens seit 1932 o6ffentlich zu den Nazis, 1933 trat er der
NSDAP und dem NS-Lehrerbund bei. Tatséichlich war er einer der Vertreter des NS-
Gedankenguts im Fachbereich Psychologie. Seine Ideologie farbte auch das von ihm an
der Universitéit 1933 gegriindete ’Institut fiir psychologische Anthropologie’ braun. Im
Jahr 1939 wurde Jaensch zum Rektor der Universitdt Marburg ernannt, die Ernennung
nahm er in NS-Uniform entgegen. Im Jahr darauf verstarb Jaensch, fiinf Jahre vor dem

81Frontkéimpfer des ersten Weltkrieges waren von den Repressalien des Gesetzes zur Wiederherstel-
lung des Berufsbeamtentums 1933 noch ausgeschlossen worden.

82Dje verschiedenen Vorworte von Perrons Buch Irrationalzahlen [107] liefern einen interessanten Ein-
blick in den Wandel der Zeit; insbesondere die ironische Rechtfertigung im Vorwort der zweiten Auflage
gegen einen bésen Bieberbachschen Kommentar iiber die Verwendung ’unnaturgeméfier Methoden’ ist

duBerst lesenswert.
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Niedergang des 'Tausendjéhrigen Reichs’. Bieberbach {iberlebte den zweiten Weltkrieg,
wurde danach all seiner Amter enthoben und hatte nie wieder eine Professur inne.

8. p-ADISCHE ZETAFUNKTIONEN UND WEITERE ENTWICKLUNGEN

In den 1950er Jahren traten analytische Aspekte der p-Zahlen iiberraschend in den
Vordergrund. Tatséchlich sind p-adische Zahlen ndmlich auch im Hinblick auf die Rie-
mannsche Zetafunktion sowie verwandte L-Funktionen und der mit diesen verbundenen
Zahlentheorie interessant. Der Zusammenhang ergibt sich tiber spezielle Werte dieser er-
zeugenden Funktionen im Allgemeinen und die Bernoullischen Zahlen B,,, im Besonderen.
Letztere sind definiert durch die Potenzreihenentwicklung

R z™ z 1 1
Bp—=———=1-—= —22 4.
mz::o m!  exp(z)—1 2Z+ 12° *
und allesamt rational.® Im Jahr 1840 entdeckten Karl Georg Christian von Staudt [131]
und Thomas Clausen [23] zeitgleich, aber unabhiéingig voneinander, eine seltsame Eigen-
schaft der Nenner®! von Bernoulli-Zahlen:
1
Bm+ Y. -~ eZ.
=0 mod (p—1) P

Beispielsweise gilt somit

8615841276 005 1 1 1 1 1
Byy = 22200 21000 d Baot =+ =424 —+——601 .
30 11322 un 30+2+3+7+11+31 601 580 875
Ein p-adischer Beweis basiert auf der Identitéit 27;01 im =30 (7;‘) Bj%. Ins-

besondere liefert diese Beobachtung der Bernoullischen Zahlen die Kogruenz pB,, =
—1 mod p fiir durch p — 1 teilbare m. Eine weitere Familie von Kongruenzen dhnlicher
Art entdeckte Ernst Eduard Kummer [77]:%°

B—mzﬁmodp fir m=n#%0mod (p—1).

m n

Diese bemerkenswerten Kummer Kongruenzen wurden seinerzeit als Kuriositéit ange-
sehen, bis schliefilich die p-adische Maschinerie einen natiirliche Herleitung lieferte.
Dies wurde durch die bemerkenswerte Arbeiten von Tomotsugu Kubota und Heinrich-
Wolfgang Leopoldt [75, 81] ermdglicht; diesen gelang auf den Kummerschen Kongruenzen
aufbauend u.a. der Nachweis der Existenz einer p-adischen Zetafunktion ¢,(s), welche die

klassische Riemannsche Zetafunktion ((s) auf den negativen ganzen Zahlen interpoliert:
G —m)=¢(1—m)(1—pm ) fir m =0mod p—1;

der Faktor 1—p™~! auf der rechten Seite ist exakt der Faktor der Primzahl p im reziproken
Euler-Produkt der Zetafunktion an der Stelle 1 —m. Also auch hier ergibt sich wiederum
ein lokal-globaler Zusammenhang! Verallgemeinerungen auf Dirichletsche L-Reihen lie-
fern p-adische Analoga der Klassenzahlformel. Mehr zu den Bernoullischen Zahlen und
den Kummerschen Kongruenzen findet sich etwa in Arakawa et al. [2], Einfithrungen in

83Die Bernoulli-Zahlen berechnen sich rekursiv mit Hilfe der Formel By, = (=)™ > o<i<n Ban—T:

84Dje Zihler der Bernoulli-Zahlen hingen iibrigens iiber dem Begriff der ’irreguliren’ Primzahlen mit
der Arithmetik von Kreisteilungskérpern und Kummers Ansatz zur Losung der Fermatschen Vermutung
zusammen; siehe Ribenboim [114].

85Tatsichlich bestehen sogar hieriiber hinausgehende Kongruenzen: Gilt etwa (p — 1)p?|(m — n), so

besteht die Kongruenz sogar modulo pi+1.
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die p-adische Analysis mit ihren Anwendungen auf die Zetafunktion liefern Koblitz [73],
Lang [79] und Washington [141].

Eine weitere Konstruktion der p-adischen Zetafunktion gelingt mit Hilfe p-adischer In-
tegration, wie etwa nach Barry Mazur (nicht publiziert; cf. [73]) ausgearbeitet und spéter
von Nicolas Katz [70] fiir p-adische Interpolationen von Eisenstein-Reihen fortgefiihrt.
Tatséchlich wurde dies von John Coates und Andrew Wiles [24] auf den Fall p-adischer
L-Funktionen zu elliptischen Kurven ausgebaut, und dies bildet ein nicht unwesentliches
Werkzeug in Wiles’ bertihmten Beweis der Fermatschen Vermutung. Auch bestehen hier
interessante Verbindungen zu einem der sieben Millenniums-Problemen, ndmlich der Ver-
mutung von Birch und Swinnerton-Dyer. Diese beriihmte offene Vermutung von Bryan
Birch und Peter Swinnerton-Dyer ist eines der sieben Millenniumsprobleme und behan-
delt iiber Q definierte elliptische Kurven E und besagt im Wesentlichen, dass die globale
Anzahl der rationalen Punkte auf F durch lokale Informationen festgelegt ist. Etwas
préziser formuliert entscheidet die Ordnung der Nullstelle der der elliptischen Kurve zu-
geordnete L-Funktion L(s, E) (eine Verwandte von ((s)) im Symmetriepunkt s = 1 der
Funktionalgleichung (&hnlich der Riemannschen Funktionalgleichung fiir {(s)) den Rang
der Gruppe der rationalen Punkte auf E fest. Ignoriert man die Konvergenz des L(s, E)
definierenden Euler-Produktes, so spielt der Wert L(1, E) eine &hnliche Rolle wie die
singuliire Reihe im Waringschen Problem.5

Zuriickblickend findet man bereits bei Hensel [61] Bemerkenswertes zur p-adischen
Analysis, ndmlich die p-adischen Analoga der Exponentialfunktion und des Logarith-
mus; Reinhold Strassmann, ein Doktorand von Hensel, hat hier weitere mafigeblichen
Fortschritte zur Begriindung einer Theorie geleistet. Weitere Verdienste insbesondere
auf dem Gebiet der p-adischen Zeta- unf L-Funktionen sind Yvette Amice und Bernard
Dwork zu verdanken; dem letzteren gelang der Nachweis [31], dass die Zetafunktion einer
Varietét tiber einem endlichen Korper rational ist — in schonster Analogie zu Hasses Be-
weis [49] der Rationalitit der zu einer elliptischen Kurve assoziierten Zetafunktion von
1936, bzw. deren Verallgemeinerung auf Kurven beliebigen Geschlechts durch Andre Weil
(geldufig unter dem Stichwort 'Riemannsche Vermutung fiir Kurven’).

”In the days of Dirichlet and Hermite, and even Minkowski, the appeal
to ”continuous variables” in arithmetical questions may well have seemed
to come out of some magician’s bag of tricks. In retrospect, we see now
that the real numbers appear there as one of the infinitely many comple-
tions of the prime field, one which is neither more nor less interesting to
the arithmetician than its p-adic companions, and that there is at least
one language and one technique, that of the adeles, for bringing them
all together under one roof and making them cooperate for a common
purpose. It is needless here to go into the history of these developments;
suffice it to mention such names as Hensel, Hasse, Chevalley, Artin; eve-
ry one of these,and more recently Iwasawa, Tate, Tamagawa, helped to
make some significant step forward along this road.”

schreibt Weil [143], S. V. Die Arbeiten zur Leopoldt-Vermutung und Kenkichi Iwasawas
Theorie zu p-adischen Klassenzahlen und Kreisteilungskorper liest man am besten bei

86 Auch der Beweis des Satzes von Nagell-Lutz in der Theorie der elliptischen Kurven benutzt im

Prinzip die Idee p-adischer Zahlen; siehe etwa Cassels [20].
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zunéchst Murty [99] und dann bei Lang [79] bzw. Washington [141] nach. Bei Iwasawa
treten weitere L-Funktionen auf und erstaunlicherweise auch weitere Kongruenzen zu

den Bernoullischen Zahlen.

Etliche Aspekte p-adischer Zahlen wurden nicht einmal angerissen. Beispielsweise bewies
Andrzej Schinzel [119] ein Lokal-Global-Prinzip fiir exponentielle Gleichungen

X1 Xm _
aptc.oam=b

iiber Zahlkérpern. Ganze Teilgebiete wurden ausgelassen (wie etwa p-adische Funktio-
neniteration oder p-adische Ergodentheorie); Anregungen hierzu finden sich in der Ein-
stiegsliteratur zu p-adischen Zahlen. Der Klassiker [89] von Mahler baut den Hensel-
schen Ansatz weiter aus und ist das erste Lehrbuch zur p-adischen Analysis; moderne
Einfithrungen in dieses Gebiet liefern das lesenswerte und breits genannte Buch [40]
von Gouvéa sowie das umfangreichere [116] von Robert. Elementare bzw. algebraische
Einfiihrungen in die Welten der p-adischen Zahlen sowie Beweise des Satzes von Hasse-
Minkowski stellen die Monographien von Frey [37], Serre [125] und Cassels [19] bereit.
Einbettungen der p-adischen Zahlen in das Gesamtkunstwerk sind am besten den Klas-
sikern Hasse [52] und Borewicz & Safarevic [11] gelungen. Die historischen Aspekte sind
am besten bei Petri [108], Schwermer [122] und Ullrich [137, 136] dargestellt.
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