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Einleitung

Regression ist die statistische Methode, um den funktionalen Zusammenhang zwischen
einer Kovariablen X und einer sogenannten Zielvariable Y zu schéitzen bzw. modellie-
ren. Sei dazu also (X,Y) eine R? x R-wertige Zufallsvariable mit E[|Y|] < oo, dann ist
das Ziel der Regressionsanalyse eine messbare Funktion f : R? — R zu finden, sodass
f(X) eine gute Approximation fiir Y liefert (siche [Gyo+02]). Dazu gibt es verschiedene
Konzepte. So wird bei der parametrischen Regression angenommen, dass die Regressi-
onsfunktion zu einer bestimmten Klasse von Funktionen gehort, die durch endlich viele
Parameter beschrieben werden kann. Oft wird dabei die Klasse der linearen Funktionen
verwendet. Eine Schwéche der parametrischen Regression ist leicht erkennbar. W&hlt man
die falsche Funktionenklasse, hat dies schlechte Schétzungen der Regressionsfunktion zur
Folge. Diese Sperzifikationsfehler werden bei der nichtparametrischen Regression umgan-
gen ([Bir07] Seite 5 ff.). Um eine nichtparametrische Regressionsfunktion zu schétzen, gibt
es verschiedene Ansétze. [Har90] behandelt zum Beispiel Kernschitzer der Regressions-
funktion, [Dia06] untersucht Verfahren basierend auf Splines. Diese Arbeit widmet sich
der Regressionsschiatzung hochdimensionaler Funktionen durch tiefe neuronale Netze.
Der enorme Erfolg, den kiinstliche neuronale Netze in den vergangenen Jahren haben,
ist zum einen auch auf die Vielfalt an Aufgaben zuriickzufithren, die diese Algorithmen
bearbeiten konnen [FMZ19]. So finden diese Verfahren des maschinellen Lernens auch in
der nichtparametrischen Regression Anwendung (vgl. Kapitel 9 in [IM98]).

Kohler und Bauer nutzen in [BK19] tiefe neuronale Netze, um Regressionsschétzer zu
konstruieren, die mit einer Konvergenzrate unabhéngig von der Dimension d gegen die
eigentliche Regressionsfunktion konvergieren. Um eine solche Konvergenzrate zu erhalten,
miissen einige Anforderungen an die zugrundeliegende Verteilung gestellt werden. Kohler
und Bauer fordern eine Glattheitsbedingung, sowie die Form eines hierarchischen Inter-
aktionsmodells an die Regressionsfunktion und erhalten somit eine Konvergenzrate von

log(n)3 - n~%te mit d* < d. Dieses Hauptresultat moéchten wir im Umfang dieser Arbeit
ausfithren und die statistischen Zusammenhénge verdeutlichen.

Zu Beginn der Arbeit werden in Kapitel 1 einige grundlegende Konzepte, Aussagen und
Definitionen eingefiihrt, die fiir die Erarbeitung der Materie dieser Untersuchung von
Bedeutung sind. Dazu gehéren Grundlagen zu nichtparametrischer Regression, sowie zu
maschinellem Lernen. Die Einschrénkung der Regressionsfunktion, sowie die Wahl eines
geeigneten Schétzers motivieren wir in Kapitel 2, woraufhin wir die Funktionenklasse H®,
der neuronalen Netze einfithren. Um das Hauptresultat aus [BK19] zu beweisen, benutzen
wir eine Orakel-Ungleichung, sowie einige vorbereitende Konzentrationsungleichungen,
die wir in Kapitel 4 prézisieren und zeigen. Auflerdem bendétigen wir Approximationsei-
genschaften unserer Funktionenklasse, die wir in Kapitel 5 nennen. Zuletzt implementieren
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wir die Klasse hierarchischer (diinnbesetzter) neuronaler Netze in Python und vergleichen
dessen Schétzqualitit mit derer herkommlicher neuronaler feedforward—Netze.



Kapitel 1
Theoretische Grundlagen

Zunéachst fithren wir einige theoretischen Grundlagen zu maschinellem Lernen, tiefem Ler-
nen und zu nichtparametrischer Regression ein, die wir im Verlauf dieser Arbeit benutzen
werden.

1.1. Maschinelles Lernen

Maschinelles Lernen (engl. Machine Learning (ML)) behandelt Algorithmen, die aus
(groBen) Datensétzen lernen konnen. Lernen bedeutet in diesem Zusammenhang, dass
sich die Performance des Computerprogramms durch die gegebenen Daten beziiglich einer
Aufgabe verbessert [Mit97].
Ubliche Machine Learning Aufgaben sind z.B. Klassifizierung, Regression, maschinelle
Ubersetzung oder Dichteschitzung. Man unterscheidet auferdem zwischen iiberwachtem
und uniiberwachtem Lernen. Bei Algorithmen fiir iiberwachtes Lernen wird ein Da-
tensatz genutzt, der zu jedem Merkmal auch ein Label oder Zielwert enthilt. Bei
uniiberwachtem Lernen beinhalten die Daten keine solchen Zielwerte.

In dieser Ausarbeitung werden wir uns auf Methoden des iiberwachten Lernens fokus-
sieren. Das heif3t, gegeben sei eine Datenmenge

DTZ Z{($1,y1),---,($n,yn)},

wobei z; € R? die Eingabedaten und y; € R die Label sind. Die ML-Modelle sind meist
durch Parameter aus einem Parameterraum © C R™ definiert. Dann ist das Ziel des
Machine-Learning—Algorithmus eine Funktion

einer bestimmten Funktionenklasse F zu finden, die eine gute Pradiktion auf einem Test-
datensatz liefert. Der Begriff Testdaten beschreibt bereits die zentrale Herausforderung
dieser Programme: Der Algorithmus muss mit bisher unbeobachteten, neuen Eingangs-
daten zurechtkommen, nicht nur mit denen, auf die er trainiert wurde. Also spalten wir
unseren Datensatz D,, in einen Trainings— und einen Test—Datensatz auf:

'Dfltl"ain) = { (fL’l, y1)7 R (fL’k, Z/k) } ) ,DﬁzteSt) = { ($k+1, yk+1>7 R ('ITH yn) }

Eine wichtige zugrundeliegende Annahme ist dabei, dass beide Datensétze dieselbe
Verteilung besitzen. Die Spaltung in Trainings— und Testdaten héingt von mehreren Fak-
toren ab, oft wird allerdings k£ = 0, 8 - n gewéhlt.
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Das Training findet meistens statt, indem man eine sogenannte Verlustfunktion L
beziiglich der Parameter # € © minimiert. Diese vergleicht die Pradiktion g; = f(z;)
mit dem (wahren) Label y. Zu lésen ist also aulerdem das Optimierungsproblem

I@l’éiélL(y,f(:c;G)), Y= (Y, - Yr)
Zur Messung der Modellleistung eines trainierten Algorithmus wird ein Performance-
MaB benutzt. Ein trainiertes Programm kennt den Testdatensatz DY nicht, mit die-
sen Daten wird iiberpriift, wie gut es mit unbekannten Eingaben zurechtkommt. Diese
Fahigkeit wird auch Generalisierung genannt.

Insgesamt wird beim Machine Learning also ein geringer Generalisierungsfehler
sowie ein geringer Trainingsfehler angestrebt, wobei man letzteren berechnet, indem
aus D™ noch eine Validierungsmenge ausgewihlt und die Trainingsleistung zunéichst
darauf getestet wird.

1.2. Deep Learning - Neuronale Netze

Deep Learning ist ein Unterbereich des maschinellen Lernens, dessen Popularitit in den
letzten Jahren enorm gewachsen ist. Machine Learning Algorithmen erméglichen es Com-
putern aus Erfahrung bzw. aus Datenmengen zu lernen, wodurch abstraktere Probleme
fiir Maschinen zugénglicher werden. Die Methoden des Deep Learning nutzen dabei Zu-
sammensetzungen mehrerer nichtlinearer Funktionen, um die Abh#ngigkeit von Einga-
bewerten und Zielwerten zu beschreiben [FMZ19]. Die Tiefe dieser Vorgehensweise wird
genutzt, um komplexe Konzepte aus einfacheren Konzepten zu konstruieren [GBC18].
In dieser Ausarbeitung werden wir ausschlieflich Deep Learning durch kiinstliche neu-
ronale Feedforward-Netze betrachten. Trotz des Namens handelt es sich dabei nicht um
Modelle von Gehirnfunktionen, sondern um Algorithmen zur Funktionsapproximation,
die eine statistische Generalisierung zum Ziel haben. Die Netze sind aber entfernt von der
Neurowissenschaft inspiriert [GBC18]. Sie bestehen zunéchst aus einer Eingabe—Schicht,
einer Ausgabe—Schicht und [ verdeckten Schichten, | € N. Ein solches Netzwerk ldsst sich
also schreiben als Komposition mehrerer nichtlinearer Funktionen:

WO () = gD gD g (z)

Die i—te verdeckte Schicht besteht wiederum aus K; € N Neuronen, welche die Parameter
des Modells tragen und die Breite des Netzes definieren. Tiefe Neuronale Netze sind also
reellwertige Funktionen, definiert auf R? die aus der Verkniipfung mehrerer einfacher
nichtlinearer Funktionen entstehen [BK19]. Ein mehrschichtiges neuronales Feedforward-
Netz (oder auch Mehrschichtiges Perzeptron) besitzt eine spezifische Form der g():

hO — gO (DY = G OR-D 450,

wobei W die Gewichte-Matrix und b®) der Bias oder auch Intercept beziiglich der [-ten
Schicht ist. o(-) ist eine einfache (bekannte) nichtlineare Funktion, genannt Aktivie-
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Abbildung 1.1: Sigmoid-Funktion (links) und ReLU-Funktion (rechts)

rungsfunktion. Géngige Aktivierungsfunktionen sind z.B. die Sigmoid—Funktion

1
'R 0,1 = 1
oder die ReLU-Funktion (engl. Rectified Linear Unit)
0:R—[0,00), o(x)=max(0,z), (2)

dargestellt in Abbildung 1.1.
Das heifit, in jeder Schicht [ durchliuft der Eingabevektor A~ zunichst eine affine
Transformation bevor die fixe, nichtlineare Funktion ¢ angewandt wird.

1.3. Nichtparametrische Regression

Wir betrachten in der nichtparametrischen Regression die Zufallsvariable (X, Y") mit Wer-
ten in R? x R und E[|Y|] < co. In der parametrischen Regression nehmen wir an, dass die
Funktion, die die Abhéngigkeit von X und Y modelliert, zu einer bestimmten parame-
trischen Funktionenklasse gehort. In nichtparametrischen Modellen dagegen fordert man
zum einen meist nur die Glattheit der beschreibenden Funktion, zum anderen werden oft
weitere Restriktionen wie z.B. Additivitat vorausgesetzt.

Wir betrachten die Regressionsfunktion m : R? — R, definiert durch

m(z) =E[Y|X =z] (z€R?).

Dies ist also die Borel-messbare Funktion m, mit

VBGBd:/Bm(x)PX(dx):/X YdP.

~1(B)

Diese ist Px fast sicher eindeutig und optimal in dem folgenden Sinne:
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Lemma 1. Sei (X,Y) eine R? x R-wertige Zufallsvariable mit E[Y?] < oo, so minimiert
die Regressionsfunktion m : R? — R, m(z) = E[Y\X = w] die mittleren quadratische
Abweichung, d.h.

]E“m(x)—Yf}: min ]E“f(X)—Y\Q}.

fRE—-R messbar

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass fiir jede messbare Funktion f : R? — R gilt:

E[|/(X) - Y] = / (@) — m(@) P (dz). (3)

Wegen
[ 1@ = m(a)Px(de) 2 0

folgt daraus die Behauptung.
Wir beachten, dass E[m(X)?] < oo, denn die Jensensche Ungleichung impliziert
E[Im(X)1?] = E[ [E[YIX]]] < E[E[Y]*|X]] = B[V < oc.
Angenommen E| |f(X)|2] = 00, dann ist
E[If(X) = Y[] =co = | 1/(z) = m(@)*Px(dr),
denn es gilt E[|f(X)]?] <2 -E[|f(X) —m(X)|*] +2-E[|m(X)|*], also (3).
Ist dagegen E[ |f(X)|2] < 00, so gilt

E[|f(X) - Y]] =E[|(f(X) — m(X)) — (m(X) = Y)|*]
|2

— E[|f(X) - m(X)]*] + E[Jm(X) - Y[*]
+2-E[(f(X) = m(X)) = (m(X) = Y)]
= E[|f(X) = m(X)F] +E[pm(X) - Y]],

da

E[(f(X) = m(X)) - (m(X) = V)] = E[E[f(X) — m(X)) - (m(X) = Y)|X]]
=E[(f(X) = m(X)) - (E[Y]X] — m(X))]

Dabei nutzten wir, dass (f(X) —m(X))- (m(X)—Y) integrierbar ist, denn nach Cauchy-
Schwarz gilt

E[|(£(X) - m(X)) - (n(X) = Y)|] < E[If(X) = m(X)]"] - \/E[m(x) -
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Nach (3) lasst sich das Ls—Ristko durch zwei Summanden darstellen:

E[|/(X) - Y] = E[ m(X / (@) — m(z)[2 Py (dz)

Der erste Summand ist das Lo—Risiko der Regressionsfunktion m, welcher ein unvermeid-
barer Fehler ist nach Lemma 1. Der zweite Summand ist der sogenannte L,—Fehler

/ |(2) — m(a)* Px(dz). n

1.3.1. Regressionsschitzung

In der praktischen Anwendung ist die Verteilung von (X,Y) und damit auch die
Regressionsfunktion m(z) = E[Y|X = x| unbekannt. Das zugrundeliegende statistische
Problem ist dann die Generierung einer Schatzung der Regressionsfunktion bzgl. einer
Stichprobe (X;,Y:)iz1,.n (vgl. Seite 1 [Schl7]), wobei (X,Y),(X1,Y1),..., (X, Yy)
unabhéngig identisch Verteﬂte Zufallsvariablen sind.

Aus den obigen Bemerkungen wird klar, dass bei einer solchen Regressionsschitzung
der Lo—Fehler (4) moglichst klein sein sollte, damit man eine Minimierung der mittleren
quadratischen Abweichung erreicht.

Gegeben sei also die Stichprobe
D, ={(X1,Y1),..., (X0, Y0) },
dann mochten wir Schéitzer m,, konstruieren, abhéngig von der Datenmenge D,
mn(-) = mu(-,Dy) : RT = R,
sodass der Lo—Fehler

[ma(x) — m(z)|” Px(dz)

Rd

klein ist, denn es gilt dquivalent zu (3)

E[ma(X) = Y [D.] = E[ jm(X /]mn ()P Py (da).

Um sinnvolle Schétzer zu konstruieren, fordern wir einige Eigenschaften der Regressi-
onsschétzer.

1.3.2. Konsistenz und Konvergenzrate

Eine der wichtigsten Eigenschaften, die die Regressionsschétzer aufweisen sollten, ist die
Konsistenz: Mit wachsendem Stichprobenumfang sollte der Fehler der Schitzung gegen



Kapitel 1. Theoretische Grundlagen 8

null konvergieren. Schétzer, die diese Eigenschaft erfiillen, nennt man konsistent. Wir
messen den Fehler des Regressionsschétzers durch den Lo—Fehler

/ () — m(a)? Py (de).

Der Schitzer m,, hangt dabei von der Stichprobe D,, ab, sodass der Lo—Fehler eine Zufalls-
variable ist. Das fithrt uns zu einer Definition, die sowohl die Konvergenz in Erwartung,
als auch die fast sichere Konvergenz betrachtet:

Definition 1. Eine Folge von Schétzern m,, heifit schwach universell konsistent, falls
E { Ima(z) — m(z)*Px(dz)| 22250
Rd

fiir jede Verteilung von (X,Y) mit EY? < co. Die Folge heifit stark universell konsis-
tent, falls

S

/ [ (z) — m(@) 2P (do) L2 0
Rd
fiir jede Verteilung von (X,Y") mit EY? < oo.

Wir fordern hier die Konsistenz fiir beliebige Verteilungen (X, Y'), da die Anwendung
nichtparametrischer Regressionsschétzer oft aus mangelnden Informationen iiber die zu-
grundeliegende Verteilung folgt.
Diese Definition gibt allerdings keinerlei Auskunft dariiber, wie schnell der Lo—Fehler ge-
gen null konvergiert, was fiir uns von grofiem Interesse ist. Theorem 7.2 in [DGLI6] zeigt,
dass eine solche universelle Rate iiber alle Verteilungen (X,Y’) nicht existiert. Um eine
nichttriviale Konvergenzrate der Schétzer zu erhalten, muss man die Klasse der Verteilun-
gen einschranken. Diese Einschrinkung werden wir im Umfang dieser Arbeit erreichen,
indem wir eine Forderung an die Glattheit der Regressionsfunktion m(z) = E[Y|X = z]
stellen (siehe Kapitel 2).

Zunachst wollen wir jedoch definieren, was optimale Minimaz—Konvergenzraten sind.

Definition 2. Fiir die Schitzung einer (p, C')—glatten Regressionsfunktion m iiber einer
Klasse von Verteilungen D heifit eine Folge reeller, nicht-negativer Zahlen (a,)nen eine
untere Minimax-Konvergenzrate, falls

E n(7) — *Px(d
liminfinf sup U [mn(@) = m@) Px( :c)] =C7 > 0.
n=o0 Mn (X Y)eD Qn

Die Folge heifit obere Minimax-Konvergenzrate, falls ein Schéitzer m,, existiert, sodass

E o(T) — ‘Px(d
limsup sup L Imn(@) = m(@)” Px(dv)] = (5 < 0.
n—oo  (X,Y)ED (n

Wir nennen die Folge (a,)nen optimale Minimax-Konvergenzrate, falls sie sowohl
untere, als auch obere Minimax-Konvergenzrate ist.



Kapitel 2
Einschrinkung und Schitzung der
Regressionsfunktion

Wie bereits in Kapitel 1.3.2 erwdhnt, schrianken wir die Klasse der zugrundeliegenden
Verteilungen ein, indem wir die folgende Glattheitsbedingung an die Regressionsfunktion
m stellen:

Definition 3. Sei p = ¢ + s fiir ein ¢ € Ny und 0 < s < 1. Eine Funktion m : R? — R
heifit (p, C) — glatt, falls fiir jedes o = (ay, ..., q) € NI mit Z?Zl a; = ¢ die partielle

2]

Ableitung azalq% existiert und wenn
o

d

0%m 0%m

S Y 0 S <Oy — 2|3 1
83:‘1’1...8x3d(x) 895‘13‘1...8953‘1(2) < C-lz -4l (1)

fiir alle x, z € R, wobei || - || die euklidische Norm ist.

Mit dieser Einschriankung zeigte Stone in [Sto82], dass eine optimale Minimax—
Konvergenzrate fiir die Schétzung der Regressionsfunktion von

2p

n" 2e+d (2)

moglich ist. Diese Rate ist allerdings problematisch fiir hochdimensionale Funktionen.

2.1. Statistische Herausforderungen hochdimensionaler
Probleme

Aktuelle technologische Innovationen erlauben es uns massive Mengen an Daten zu sam-
meln. Es entwickeln sich immer neue Methoden, um diese Daten zu verwerten und neue
Erkenntnisse daraus zu gewinnen. Die Verfiigharkeit grofler Datenmengen zusammen mit
den auftretenden Problemen verdndern Datenanalysen und statistisches Denken grundle-
gend [FLO6].

Die Konvergenzrate N T ist optimal, allerdings beschreibt sie ein Problem der Hochdi-
mensionalitdt: den sogenannten Fluch der Dimensionen. Falls d im relativen Vergleich zu
p grof} ist, so kann diese Rate extrem langsam sein. Um diese Problematik zu umgehen
und bessere Konvergenzraten zu erhalten, miissen wir weitere strukturelle Anforderungen
an die Regressionsfunktion stellen.
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Wir werden die Regressionsfunktion m einschranken auf Funktionen, die einem verall-
gemeinerten hierarchischen Interaktionsmodell geniigen, was Kohler und Krzyzak (2016)
wie folgt definieren:

Definition 4. Seid € N, d* € {1,...,d} und m : R? — R.

(a) Wir sagen, m geniigt einem verallgemeinerten hierarchischen Interaktionsmo-
dell der Ordnung d* und Level 0, falls a1, . .., aq- € R?und f : R — R existieren,
sodass

m(x) = f(a; z,... apx) fiir alle z € RY.

(b) Wir sagen, m geniigt einem verallgemeinerten hierarchischen Interaktionsmo-
dell der Ordnung d* und Level [ + 1, falls fiir ein K € N die Abbildungen

g RY =R (k=1,...,K)
fikseosfoen RT R (k=1,...,K)

existieren, sodass fi,..., far einem verallgemeinerten hierarchischen Interaktions-
modell der Ordnung d* und Level [ geniigen und

K

m(z) =Y ge(fie(@),..., fox(z)) fir alle 2 € R

k=1

(c) Wir sagen, dass verallgemeinerte hierarchische Interaktionsmodell ist
(p, C) — glatt, falls alle in obiger Definition vorkommenden Funktionen (p, C')—glatt
sind nach Definition 3.

Ein solches hierarchisches Modell umfasst weitreichende Funktionenklassen und mit dieser
Struktur werden also komplexere Objekte iterativ aus einfacheren konstruiert [Sch17].

2.2. Motivation des trunkierten kleinsten Quadrate Schéitzers

Aus Kapitel 1.3 ist uns bekannt, dass die Regressionsfunktion m die mittlere quadratische
Abweichung minimiert (vgl. Lemma 1). Also ist die Berechnung von E[|m(X) — Y\ﬂ
fquivalent zum Optimierungsproblem min; E[|f(X) — Y |? ]

Dieses ist allerdings nicht losbar, da die Verteilung von (X, Y') unbekannt ist. Die Idee der
kleinste Quadrate Methode ist nun das Ls—Risiko durch ein empirisches Lo—Risiko von
unabhéngigen Beobachtungen der Zufallsvariable (X,Y") zu schétzen:

SIS - Vi ®)

Als Schétzung der Regressionsfunktion wihlt man dann eine Funktion, die dieses em-
pirische Lo—Risiko minimiert. Da dieser Schétzer im Allgemeinen nicht konsistent nach
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Definition 1 ist, schrinkt man die Klasse der Funktionen f auf einen Raum F,, = F,(D,),
abhéngig von der Stichprobe und dem Stichprobenumfang n, ein:

ia(7) = argmin - Z F(X (4)

Wir bemerken, dass wir die Existenz dieses Minimierers voraussetzen, dieser aber nicht
zwangsldufig eindeutig sein muss.

Um spéater den stochastischen Fehlerterm abschétzen zu koénnen, trunkieren wir den
Schéitzer, nachdem wir ihn berechnet haben. Das heifit, wir nutzen im Folgenden (4),
dieser erfiillt also

1 n
~n ‘Fn d_ ~nXi - -
M € Fn und — ;_1 | (X)) — min g |f(X

fe}‘ n

und definieren den Schétzer m,, durch die Trunkierung von m,,,

wobei (3, abhéngig von dem Stichprobemumfang und 77, der folgende Trunkierungsope-
rator ist:
fall <L
T — U | alls |u| < L, (6)
L -sign(u) sonst.

Dieser Schétzer verhélt sich also gleich zu einem Schétzer definiert durch die empirische
Ly—Risiko-Minimierung iiber einer Klasse von trunkierten Funktionen

Tp, Fn={Tp,f: fE€F}

und wird spéter im Hauptresultat von [BK19] benutzt.



Kapitel 3
Tiefe neuronale Netze in der Regressionsschéitzung

Um eine Minimax-Konvergenzrate nach Definition 1 zu erhalten, die unabhingig von
der Dimension d der zugrundeliegenden Funktion ist, definieren wir unsere Regressi-
onsschétzer als trunkierte kleinste Quadrate Schétzer nach (5) basierend auf einer spezi-
fischen Klasse neuronaler Netze.
Wir schrianken also den Funktionenraum JF,, auf neuronale Netze ein. Das universelle
Approximationstheorem rechtfertigt diese Einschrankung. Dieses besagt, dass kiinstliche
2—schichtige Netze jede stetige Funktion auf einem Kompaktum beliebig gut approximie-
ren kénnen (vgl. [Lu+17]).
Das heifit, der Raum der neuronalen Netze liegt dicht in unserem Funktionenraum F,.
Die Klasse dieser mehrschichtigen neuronalen feedforward Netze definieren wir anhand
der Voraussetzung an die Regressionsfunktion, also iibereinstimmend mit den verallgemei-
nerten hierarchischen Interaktionsmodellen aus Definition 4.

3.1. Klassen hierarchischer neuronaler Netze

Definition 5. Seien M € N, N € Ny, d € N, d* € {1,...,d} und @ > 0. Dann

bezeichnen wir mit .F](\ZL%T;*”ZZE Netze) gie Menge aller Funktionen f : R? — R der Form
(d A (N1)-(MA1D) Ad*
f(z) = Z (Z)\i,l'a(zezlm " +6110>+>\i,0>+,u0 (1)
i=1 1=1

mit Gewichten p;, Aij, 0;1.m € R, welche
|:U’2‘ S «, ‘)\i,ll S «, |9‘ S «

fir alle i € {0,1,..., (" M) (N+1)-(M+1)*}, 1 € {0,...,4d*}, m € {0,...,d}
erfiillen.
Unsere Raume hierarchischer neuronaler Netze definieren wir fir [ = 0 durch

neuronale Netze
H ‘F](\l N,d*,d,« : (2)
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Eingabe 1. verdeckte Schicht 2. verdeckte Schicht Ausgabe
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Abbildung 3.1: Ein neuronales Netz f : R® — R der Klasse H® = f’ﬁ’g’g“’e Netze)
dargestellt als geordneter Graph, wobei z = (z), ..., 2®).
und rekursiv fiir [ > 0 durch
K
HO = {h RYS R k(@) =) g(fik(@),. . faer(@) (z€RY)
- (3)

i 1 € R w0

Die Funktionenklasse H(? ist also eine Menge neuronaler Netze mit jeweils zwei ver-
deckten Schichten. Die Eingabeschicht (bestehend aus d Neuronen) ist mit der ersten
verdeckten Schicht vollstdndig verbunden, also mit 4d* - (d*ﬁth) (N+1)-(M+1)" Neu-
ronen. Die zweite verdeckte Schicht enthélt (d*;:N) (N +1)- (M +1)¥ Neuronen, jedes
davon ist mit 4d* Neuronen aus der ersten verdeckten Schicht verbunden, wihrend jedes
Neuron der ersten mit genau einem Neuron aus der zweiten verdeckten Schicht verbunden

ist (vgl. Abbildung 3.1).

Bemerkung 1 (Gewichte der Funktionenklasse). Die Verbindungen zwischen den Neu-
ronen der einzelnen Schichten ergeben, zusammen mit dem Bias, die Anzahl der Gewichte
des neuronales Netzes. Das heifft, unsere Klasse hat
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+
=

*
(neuronale Netze) . d
W (F =

d*

>-(N+1)-(M+1)d*+1

N

+ ¥

+ A(N+1)- (M 41" - (4d" +1)

QU
¥

+
+
=

)
)-(N+1)-(M+1)d*-4d*-(d+1)

Q
¥

(
X

d

=

_|_
d*

I
VR

> (N1 - (M+1D% - (4d* - (d+2)+2)+1  (4)
Gewichte.

Die Funktionen aus dem Raum " sind fiir grofies [ sehr tiefe neuronale Netze, da sie

2-1 4 2 versteckte Schichten besitzen. Sei N(H®) die Anzahl der verbundenen zweischich-

: le Net o :
tigen Netze aus Faroae N2¢) 5 us denen sich die Funktionen aus H® zusammensetzen.

Dann gilt die Rekursion

N(H?) =1

N(HY) =K+ Kd -N(H!™Y) (1eN)
also

NHY) =K+ Kd - [K+Kd [ [K+ Kd -1]]
=K+ K*d" + K37 + K'd® + ...+ K'd"'" + (Kd")'

l
= d"K 4 (d'K)
t=1

Zusammenfassend hat also eine Funktion h € H® maximal
NHO) W (Fipre ¥9) (5)
variable Gewichte.

Im Folgenden werden wir auch die Notation M* = (d*;;N) (N+1)-(M+1)? verwenden.

3.2. Hauptresultat zur Konvergenzrate

Um nun das Hauptresultat zur Konvergenzrate formulieren zu kénnen, benotigen wir noch
einige Bedingungen an die Aktivierungsfunktion, die allerdings viele géngige Funktionen,
wie z.B. die Sigmoid-Funktion (1) erfiillen. Diese fassen wir in der folgenden Definition
zusammen:

Definition 6. Eine nicht-fallende und lipschitzstetige Funktion o : R — [0, 1] heifit N-
zuléssig, wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind.
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1. Die Funktion ¢ ist N + 1 mal stetig differenzierbar mit beschréinkten Ableitungen.

2. Es existiert ein Punkt t, € R, auf dem alle Ableitungen der Ordnung < N von o
ungleich 0 sind.

3. Falls y > 0, so gilt |o(y) — 1| < i Falls y < 0, dann ist |o(y)| < ol

Zusammenfassend schrinken wir also die Verteilung von (X,Y’) durch die Regressi-
onsfunktion m ein und nutzen kleinste Quadrate Schétzer auf speziellen tiefen neuronalen
Netzen, um eine Konvergenzrate unabhéingig von der Dimension d zu erhalten. Diese
optimale Rate ist

nfﬁ,

was der folgende Satz formalisiert.

Satz 1 (Theorem 1 in [BK19]). Seien (X,Y), (X1, Y1), (X2, Y2),..., (X, Y,) unabhingig
und identisch verteilte Zuvallsvariablen in R? x R, sodass supp(X) beschrdinkt ist und

Elexp (¢ - Y?)] < o0 (6)

fir eine Konstante ¢; > 0. Sei m(z) = E[Y|X = z] die korrespondierende Regressi-
onsfunktion, die einem (p,C')—glatten verallgemeinerten hierarchischen Interaktionsmo-
dell der Ordnung d* und endlichem Level | geniigt mit C' > 0, p = q+ s fiir ¢ € Ny und

€ (0,1]. Sei weiterhin N € No mit N > q. Alle partiellen Ableitungen der Funktio-
nen gg, fjr in Definition 4 (b) der Ordnung < q seien beschrinkt, d.h. fir jeder dieser
Funktionen f qilt

@j1+~~+jdf
max : : < 9. 7
J1lyees ]de{o’lz"'7q}’ ajlx(l) e ajd’x(d) 00 ( )
Jit.+ia<q

Des Weiteren seien alle Funktionen gy lipschitzstetig mit Lipschitz Konstante L > 0. Sei

2:(N+3) _2:(N41))p+2d*

o = log(n) W55 R ®

und definiere den Raum hierarchischer neuronaler Netze HY aus (3) durch die Parameter

M=M, = {nﬁw , (9)

d* (2N+3)+1
MY +p-(2N+3)+

a = log(n) - o : (10)

sowie durch K, d, d* aus der Definition von m. Zudem sei o : R" — [0,1] N—zuldssig
wie in Definition 6 und M, der kleinste Quadrate Schdtzer (16). Setze (5, = c5 - log(n)
fiir ¢s > 0 und definiere m,, = Tz, m,, durch den Trunkierungsoperator (6).

Dann gilt
| [ Ima(o) = m(a)PPx(de)] < e toglo)* -7 (1)

fiir hinreichend groffes n.



Kapitel 4
Orakel-Ungleichung fiir den trunkierten kleinsten
Quadrate Schétzer

4.1. Vorbereitungen: Konzentrationsungleichungen

Um Satz 1 beweisen zu konnen, nutzen wir eine Orakel Ungleichung fiir den Lo—Fehler, fiir
die wir bekannte Ergebnisse aus der Stochastik verwenden, unter anderem Abschitzungen
fiir Uberdeckungszahlen, die wir wie folgt definieren.

Definition 7. Sei ¢ > 0, A C R? und G ein Raum von Funktionen R — R.
g1, .-, gn heifit e-Uberdeckung von G beziiglich || - || 4, falls fir jedes ¢ € G ein
i€ {1,...,n} existiert, sodass

19 = gilloc,a = sup |g(x) — gi(z)| < e.
€A

Sei N'(e,G, | - ||oo,a) die Kardinalitdt der kleinsten Menge, die G e-iiberdeckt und
setze N(e,G,|| - |loa) = o0, falls keine endliche Uberdeckung existiert. Dann heifit
N(e,G,]| - |loo.a) die e-Uberdeckungszahl von G beziiglich | - || -

Sei z1,...,7, € R und setze 2% = (x1,...,2,). Sei F eine Klasse von Funktionen f :
R?Y — R. Dann ist eine L,-s-Uberdeckung von F iiber z} eine endliche Menge von
Funktionen fi,..., fi : R = R mit der Eigenschaft

1<j<k

n 1/p
: 1 »
— i) — Ji\Z; < fir all e F.
min (n;Lf(iC) ]Z(x)\) e fur alle f
Die Lp—s—UberQeckungszahl N,(e, F,x}) von F iiber z7 ist die GroBe der kleinsten
existierenden L,-e-Uberdeckung.
Fiir die Uberdeckungszahl benétigen spéter wir folgendes Resultat:

Lemma 2. Fir einen beliebigen Funktionenraum G und 6 > 0 gilt

1
N (5, { Taigeg } 0 Hoo,supp(X)) C N (6 Bl hosumn))
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Beweis. Fiir nicht endliche ﬂbgrdeckungszahlen ist die Behauptung klar.
Sei also g1, ..., gn eine ¢ - B,—Uberdeckung von G. D.h. fiir beliebiges g € G existiert ein
ie{l,...,N}, sodass

sup |g(x) — gi(x)] <0 By

z€supp(X)
1 1
< sup |—g(x) - —giz)| <0
z€supp(X) ﬁn ﬁn

Also ist Bingl, . ﬂingN eine §—Uberdeckung von { Bing :g€@g } . Da dies fiir beliebige
Uberdeckungen gilt, folgt die Gleichheit der Uberdeckungszahlen. L]

Wir formulieren und zeigen zunéchst den folgenden Satz aus [Gyo+02], der bewiesen
wurde von Lee, Bartlett, und Williamson (1996).

Satz 2 (Theorem 11.4 in [Gyo+02]). Sei |Y| < B fast sicher und B > 1. Ist F eine
Menge von Funktionen, f : R — R mit |f(z)| < B, dann gilt fiir jedes n > 1

P(ﬂfef:E[\f(X)—YF] —E[|m(X) - Y]

n

SR — il ~ () - Vi)

=1

>e-(a+B+E[If(X) - Y]] —E[!m(X>—Y!2]>)

Be . e2(1 —e)an
SMSE;PM (QOB’}—’% P\ o+ oBt )

wobei o, >0 und 0 < e < 1/2.

Fiir den Beweis von Satz 2 bendtigen wir ein Hilfsresultat, sowie die Bernstein—
Ungleichung, welche wir im Folgenden nennen wollen. Im Umfang dieser Bachelorarbeit
werden wir diese Sétze nicht zeigen, die Beweise konnen aber in [Gyo+02] betrachtet
werden.

Satz 3 (Theorem 11.6 in [Gy6+02]). Sei B > 1 und G eine Klasse von Funktionen
g : RY — [0, B]. Weiterhin seien Z, 7, ..., Z, unabhingig identisch verteilte R -wertige
Zufallsvariablen. Angenommen o >0, 0 <e <1 und n > 1. Dann gilt

) ( s 9(Z) —Elg(2)] > 5)

et a+ 1y g(Z) +Elg(Z)]

2
<aewi (Foo.2) e (-5 ) |

Beweisskizze. Zunéchst ersetzt man den auftretenden Erwartungswert der linken Sei-
te durch das empirische Mittel einer Geisterstichprobe, fithrt dann zuféllige Vorzeichen
ein, um im nédchsten Schritt Werte der Z; zu fixieren und die Wahrscheinlichkeit mit
Uberdeckungen der Funktionenklasse G weiter abzuschatzen. Zuletzt wendet man die
Hoeffding—Ungleichung an und schliefit damit den Beweis. ]
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Satz 4 (Bernstein(1946)). Seien a,b € R, a < b und X,...,X,, seien unabhdngige,
reellwertige Zufallsvariablen mit X; € [a,b] fast sicher, i =1,... ,n. Auferdem gelte

1 n
2
= — Var(X;) > 0
o n;_l ar(X;)

Dann gilt fiir alle e > 0
]:P) (

Beweis von Satz 2. Zur Vereinfachung setzen wir im Beweis zunéchst

n

S (X~ EIX)

=1

R B ne?
) =P\ T oc(h—a)/3 )

Z=(X,Y), Zi = (X.,Y}), i=1,...,n,

und

gr(a,y) = f (@) =y —m(z) —y|*.

Und wir bemerken, dass fiir |f(z)| < B, |y| < B, und |m(z)| < B gilt
—4B* < gs(w,y) < 4B% (1)

Mit diesen Notationen konnen wir die Konzentrationsungleichung aus dem Lemma um-
schreiben als

(EIfE]: Elgs(Z ——ng ) > e Oz—l—ﬁ—i-E[gf(Z)})). (2)

Nun gliedern wir den Beweis in mehrere Schritte. Zunéchst nutzen wir die Tschebyscheff—
Ungleichung und symmetrieren durch Einfithrung einer Geisterstichprobe. Danach
ersetzen wir wiederum den Erwartungswert durch ein empirisches Mittel dieser Stich-
probe. Im dritten und vierten Schritt fithren wir zuféllige Vorzeichen ein, um damit
Uberdeckungen der Funktionenklasse { gr: feF} iber feste Werte z,...,2, zu
nutzen. Daraufhin konnen wir die Bernstein—Ungleichung anwenden und erhalten
den exponentiellen Anteil der Ungleichung. Wir schlieBen den Beweis, indem wir die
vorhandenen Uberdeckungen auf Uberdeckungszahlen der Funktionenenklasse F iiber
unserer Stichprobe X, ..., X,, zuriickfiihren.

SCHRITT 1. Symmetrisierung durch Einfiihrung einer Geisterstichprobe.
Wir ersetzen den Erwartungswert E[g;(Z)] auf der linken Seite der Ungleichung
in (2) durch das arithmetische Mittel 37" g¢(Z]) der uiv Geisterstichprobe
2"V =271,..., 7, wobei Z; ~ Z und Z' unabbhingig von Z]'.

Wihle nun eine Funktion f,, € F abhéngig von der Stichprobe Z7 so, dass

Elgs.(2)27] ——ngn ) > e(a+ B) +€E[gy, (2) 27],
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falls eine solche Funktion existiert; andernfalls wéahle eine beliebige Funktion in F. Mit
der Tschebyscheff-Ungleichung erhalten wir

P(E[gfn ngn (a+B+E[gfn( )!Z?D’Z?)

n - Var(gys,(Z ’Zn
n? . <§(a+ﬁ+E[gfn(Z)|ZT’])>2

Die Varianz von gy, ist beschrdnkt durch ihren Erwartungswert multipliziert mit einer
Konstanten, denn

91.(Z2) = (fo(X) =Y +m(X) = Y)((fo(X) = Y) = (m(X) = Y))
= (fu(X) +m(X) = 2Y) (fu(X) — m(X))
und daher zusammen mit den Voraussetzungen des Satzes und (3)
Var(gs,(2)) < Elgy,(2)*] <16B*-E [| fu(X) — m(X)[*]
= 168 (E[|fu(X) - Y*] —E[jm(X) - Y*])
= 16B*-E[g;,(Z)].
Weiterhin gilt fiir alle z > 0 und a > 0 die Ungleichung

(3)

X

o) = (s < @) = 4
sodass wir (3) insgesamt abschéitzen kénnen durch
16B? - E|gy, (2)|Z}] - 16 B2
2 — 2 .
ne(sa+8+E[g(21z1))) SO
Durch diesen Zusammenhang eingesetzt in (3) haben wir also fiir jedes n > 1(285;)
n n 7
( [gfn |Z __ngn > <a+/B+E[gfn( )|Z1}>‘Zl) > 3 (4)

Nun kénnen wir die Wahrschelnhchkelt mit dem eingesetzten empirischen Mittel der Geis-
terstichprobe mit unserer urspriinglichen Konzentrationsungleichung in Verbindung brin-
gen, denn es folgt

P(er]—":%ng(zg)—%ng(Zi)zg(a+ﬁ+E 91(Z ))
=1 =1
zp(%zgh(z)—%zgma)zg(awﬂag,fn |Z“))
([gfn )1Z7] ——ngn )=e¢ < a+B+E[g(Z |Z">

Elgs. (2)27] ——ngn

l\DI(‘ﬂ

<-(a+B+E[g,(2 >|Zﬂ)>-
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Die letzte Wahrscheinlichkeit kann man bestimmen, indem man zunéchst die zugehorige
Wahrscheinlichkeit bedingt auf Z7' ermittelt und in einem zweiten Schritt das Ergebnis
beziiglich Z7" mittelt. Ob das erste Ereignis

E g5, (2)|127] ——ngn >€<a+5+E[9fn( )!Zﬂ)

eintritt, ist dabei nur von der Stichprobe Z]' abhéngig. Falls es gilt, ist die obige Wahr-

scheinlichkeit bedingt auf Z7' gleich
( 95.(2)|27] ——ngn <a+B+E[gf( )IZ?D Zi"”),

andernfalls ist sie 0. Damit konnen wir also die Indikatorfunktion nutzen und erhalten

([gfn )127] ——ngn )= e(a+B+E[g.(2)121]).

1\3|m

(a+ﬁ+E[gfn<Z>|zﬂ))

{E[gfn )20] __ngn e(a+6+E[gfn<Z>\Zﬂ)}

P Elgp,(2)127] - Engzo < ~(a+B+E[g;,(2)21])

Zy)

(4)

OOI\]

25 [zl 1) __ngn )2 e(a+ B+ Elg 2121 |

7
=3 P<E 95.(2)127] ——ngn €<a+ﬁ+E[gfn(Z)|Zﬂ))
7
=3 (Elfe]-" Elgs(Z ——ng >5<a+5+E[gf(Z)]>>,
da wir f,, so wahlten. Insgesamt haben wir nun also fiir jedes n > sg?agf;)
<E|f€f ng ——ng >€(a+ﬁ+]E[gf(Z)]>>

\HOO

<3f€f ng _ﬁzgf(zi)Z%<Q+B+E[9f(zﬂ>>' (5)

SCHRITT 2. Ersetzen der Erwartung in (5) durch ein empirisches Mittel der Geis-
terstichprobe.
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Im Folgenden mochten wir das Hilfsresultat Satz 3 anwenden. Dazu nutzen wir Sub-
additivitdt fir Wahrscheinlichkeiten und die identische Verteilung von Z}* und 2’} und
erhalten fiir unseren Term in (5)

P(er}":%igf(Z{)—%igf(Z g(a+ﬁ+E[9f(Z)D>

g]P’(Elfe]::%igf( ——ng (a+5+E[gf(Z)}>
%ég;(Zi)—E[g?(Z)] <a+ﬁ+ ng HE[gf(Z)D
%gg;(zg) —E[g3(2)] §g<a+ﬁ+Ezgi(Zé)JrE[g?(Z)D)

. 12?19?( i) — Elg}(2)] .
+2 P(erf ST HEIT, 37+ By (Z)]> ) (6)

Auf den letzten Summand kénnen wir nun Satz 3 anwenden und es folgt

YL B2 - E2)
’ (af ity B B D)] )

§4.E[N1< flatp) S féf}’Z?)eXp(_wTE?)]

Als néchstes betrachten wir die erste Wahrscheinlichkeit der rechten Seite in (6). Das
zweite Ereignis innerhalb dieser Wahrscheinlichkeit impliziert

(1+¢)-E[g}(2)] > ng ) —e(a+B),

was dquivalent ist zu

1 1—¢ a+pf
‘Elg%(Z 39B2(1 + 2)
3232 [gf( )] = 32B2 1+€ ng 832B2(1+€)

Weiterhin ist nach (3) E[g;(Z)] > IGBQE[ 22)] = 232%2151[ 2(Z)]. Diese Argumente

kénnen wir gleichermaflen fiir das dritte Erelgnis nutzen, sodass wir den ersten Term
in (6) abschétzen kénnen durch
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P<3f €EF: %Zmz;) -~ %ng(Z
=1 =1
€ 1—e¢ 1 & e(a+ )
slatB)/2+3 (3232(1 te)n ;gi(zi) T 32B2(1 +¢)

- 1, e(a+pB)
i 32B%(1+¢)n ;gf(zi) C32B2(1 4+ s))>'

Das zeigt zusammenfassend

P(Hf €F: %ng(Zf) —%ng(Zi) > §<a+ﬁ+E[9f(Z)})
< IP’(EIf € F: %Z (97(Z)) — 9¢(Zy))

e2(a+B) fl—e) 1 .
5(0‘+ﬁ)/2_3232(1+g)+64321+e E“ +9fZ))>
+8-E N}(%,{gf:fef},Z?)exp(—%—;fm)]. (7)

SCHRITT 3. Einfithrung zufalliger Vorzeichen.
Seien Uy, ..., U, gleichverteilte Zufallsvariablen iiber der Menge { —1,1}, das heifit

und es seien

2y, Zn 2. 2, Uy,..., U,  unabhingig.

Dadurch, dass Z,...,2Z,, 71, ..., Z unabhéngig und identisch verteilt sind, &ndert sich
die gemeinsame Verteilung von Z7', Z'] nicht, wenn man Komponenten von Z}" mit den
entsprechenden Komponenten von Z'} zufillig vertauscht. Dadurch kénnen wir die Wahr-
scheinlichkeit auf der rechten Seite der Ungleichung (7) ersetzen durch

p<3 Fer: b uiozy - o2)

™

e2(a+ ) fl—g) 1
Z 500 - Hpn )+64B21+€ E; 97(Z )))
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und das wiederum kann mit Subadditivitdat abgeschétzt werden durch

P(Elf eF: ‘%ZUi(gf(zg))

] 82(04—1-5) e(l—¢e) 1 -
> §<€<Oé+6)/2_ 3232<1+5)> _'_6432 E; )
+P<3fefr‘%iUi(9f(Z>
] €2<&+ﬁ) e(l—¢e) 1 -
> §<E(Oz+5)/2_3232(1+5)> +64BQ ﬁ; )

— 2'IP’<E|f e F: '%ZUz<gf(Zl>)‘

o+ o) it L2 LS (32 ) ®)

64B%(1 +¢) 6432 1+¢)
SCHRITT 4. Bedingen der Wahrscheinlichkeit und Verwenden von Uberdeckungen.
Im néchsten Schritt bedingen wir zunéchst die rechte Seite von (8) auf die Stichprobe

Z7', was gleichbedeutend damit ist, dass wir 2q,.. ., z, fest wihlen und damit den Term
folgendermaflen umschreiben:

%ZUi(gf(zi))‘

e2(a+ ) fl—g) 1
St B/ - GEa )+64B21+5 E; g7(1) )

P(er]—":

Um die auftretenden Summen abschitzen zu konnen, nutzen wir nun Uberdeckungen
der Funktionenklasse. Sei dazu 6 > 0 und Gs bezeichne eine L;—Uberdeckung der Menge
Gr = {gs: feF} tber z,...,z2, Weiterhin fixieren wir f € F. Dann existiert ein
g € G5, sodass

3" lg(en) — g4(a0)| <.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass —4B? < g(z) < 4B2.
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Daraus folgt mit der Dreiecks—Ungleichung

n

% Z Ui (g(z)) ‘ = % Z Ui(gs(z)) + % Z Ui(95(2z) — g(=))

IN

3 Uilgg(a))| + = lare) — o)

< %ZUi(gf(Zz’)) + 0.

Auflerdem gilt

n

LS g = L+ L3 (e - )

- % Z 7 () + % > (9r(z) +9(20)) (95(z0) = 9(24)

=1

> — Zg Zz —8B Z|gf Z’L Z
> ﬁ;QQ(zi) — 8B%.

Damit erhalten wir

]P’(Hf e F: |%ZUz(gf(Zz))

=1

e*(a+B) cl-e) 1y
25(a+5)/4_6432(1+5)+6432 1+¢) Ez:l )
gIP(EIgGg&i %ZU(Q(’%)) +90
i—1

62(@“—6) 1—5 2
25(a+5)/4_6432(1+5)+6432 1+¢) < Zg ) =8B )>
< \%!H@P('%Zm@(z)
- e2(a+ B) e(1—¢)

zele+ M- amara 0 %079

e(l—g) 1<, ,
+—64BQ(1+€)E;(9 (21)))

24
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Nun setzen wir 6 = £/3/5, denn mit B > 1 und 0 < € < % gilt

ef e23 5 55(1 —€)
4 64B%1+¢)  8(1+¢)
B 2B 2(1—-¢)B

T 20 64B%(1+¢e) 401 +e)
> 0. (10)

Das heifit, mit der == Uberdeckung konnen wir (10) gleich 0 setzen, und es folgt zusam-
menfassend

P(Hf €F: ‘%ZUi(gf(zi))

i=1

e2(a+B) e(l—g) 1
> 4 — - 2(z
ot Gy )+64le—|—5 nz:: 9721
maxP(
geg%

< |Ges

5

3 Ui(g()

cx e2a e(l—g) 1= ,
> 22 - D 11
=T T aB(1te) 6432(1+e)ni219 () (11)

SCHRITT 5. Anwendung der Bernstein—Ungleichung.

In diesem Schritt wenden wir die Bernstein—Ungleichung an, um die Wahrscheinlichkeit
in (11) weiter abzuschitzen, wobei 21, ..., 2, € R? x R fest und fiir g : R x R — R gelte
weiterhin —4B% < g(z) < 4B2. Dazu stellen wir zunichst einen Zusammenhang zwischen

L3 1 ¢*(2) und der Varianz von U;(g(z;)) her, denn

—ZVar ng, Zg zi)Var(U, Zg (z).

Zur Vereinfachung setzen wir im Folgenden
Vi =Ug(z), o? ZV&LI‘ngz

und
e e2a g(l—¢)

Al=————— A= ————
T4 6aB2(1+e) TP 64B%(14¢)
sodass sich die obige Wahrscheinlichkeit schreiben lédsst als

1 n
u»(_
nz:l

DV

Z Al + AQO-Q) .
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Wir beachten, dass Vi, ..., V, unabhingige Zufallsvariablen sind, die fiir jedesi =1,...,n
Vil < |g(z)] < 4B? erfiillen und dass A;, Ay > 0. Daher kénnen wir die Bernstein—
Ungleichung (Satz 4) anwenden und erhalten

1 n
]P(

n 2V

=1

20’2 + 2(A1 + A20'2 832

2
( nA2 (A1+02 )
:2.exp —

16
BQA? A1‘|‘<1+8B§ >02

2
Ay
—9 3 ndy (A_2 N 02)
=2-exp | — T : . (12)

A 3
2 <1+m)‘72

A+ A
2A1+A202>§2-exp( n(Ay + Ag0”) )

Fiir a,b,u > 0 hat die Funktion f(u) = ZI;‘ ” ein globales Minimum in u = %24, also

b
gilt stets
2 =242 b—1
(a4 u) 2(@-1— ga) ta . (13)
a+b-u a+ b%a b2
Das konnen wir fiir den Exponenten in (12) nutzen, denn mit a = A;/As, b = (1—|— SBQLA”),
u = o? folgt
A 2\
3-m- Ay <A—§+U) B3-n-Ay A e
— > R
16B Ay (1 I 8B§A2>02 16B Ay 1+ 21)
AlA
— 187 — 172
(3B2A, + 3)2
Bevor wir die Definitionen von A; und A, wieder einsetzen, bemerken wir zunéchst, dass
4, = & 2 e 2 S EYf 15cc
"7 4 64B(1+e) 4 64(B*+B%) " 4 64 64
>1

Auflerdem hat die Funktion f(x) = 1 x) in dem Intervall [0, 1] ein lokales Maximum bei

= /2 —1 und es gilt % flz*) < 3%, sodass wir weiter abschétzen konnen
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AA 15 1— 1
R T e R e
8 3 € e(l—e
( 2 +3) <(1+€)+3)
. 2 _— .
>18n-15 e(l—g)-a 1

- 2 D2 2
642B2(1 + ¢) (4 +3)

. 9-15 &(1—-¢) a-n

©2.97-97  1+4¢ B2

e2(l—¢)-a-n
=140 B2(1+e)

Diese untere Schranke fiir den Exponenten in (12) eingesetzt ergibt dann insgesamt

1
n:

ZUZ‘(Q(Z)

)>€_a_ e‘a n e(1—¢) Z )
=4 T 64B(1+¢) 64B21+5 gl

82(1—5)-a~n>
140 B2(1+2) )

< 2-exp ( (14)

SCHRITT 6. Abschétzen der Uberdeckungszahl
Im Folgenden konstruieren wir eine L;— Uberdeckung der Menge {g;:feF} iber

21y ..., 2Zp. Sei dazu zunédchst f1,..., f;, [ (203,]: xl) eine QO—Bbeerdeckung von F

iiber m’f Ohne Einschrénkung gelte |fi(x )| < Bfiiralle j € {1,...,l}. Fiir ein beliebiges
f € F existiert dann ein f;, sodass

—Z|f r) — )| < oo

Daraus folgt

—Z 195 (zi) — g7(21)]
~n Z “ﬂxz) - ?Ji|2 — Im(z;) — yi|2 — | fi(xi) — yi|2 + |m(z;) — yz|2’
=1

= %Z |f($z) —Yi+ fg(l’z) - yzl |f($z) — Y — f](Il) +y¢|

66
<4B- i i) < —
Z\f w) — el < L.
Das heifit gy,,...,g5 ist eine %—Uberdeckung von {gs: fe€F} iiber 2z der Grofe
./\/’1(;()—%,?, .73?)
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Daher folgt nun aus den Schritten 3 bis 6, dass

P(Hf cF: % Z (97(2)) — 95(Z3))

e*(a + B) e(l=e) 1o 2( 71
ela+pB)/2 - 39B2(1 + ¢ + 6432(1—1—8)5; (gf(Zi) +gf(Zi))>
ep e2(1 —e)an
= 4z?§<lﬂ§i>n/\/l (203 d ml) P (140 - B*(1 +€)>' (15)

SCHRITT 7. Abschluss des Beweises.

Mit den Schritten 1, 2 und 6 kénnen wir den Beweis vervollstéandigen, denn fiir n > El(igf;)
folgt
<E|f€./_" ng ——ng >£(04+5—|—E[gf(2)}>>
32 ef e?(1 —e)an
< = F, . -
7 SuPNl(zoB xl) P < 140B2(1 + ¢)
64 ela+ B) N 3% (a+ B)n
+78311le( 208 ’f’x1> FXP (_ 6405
eB e2(1 —e)an
<14 F, . - .
Sulel( 20877 ) P T oo B
Fiir n < 1(283 5 gilt fiir den Exponent
e2(1 —¢e)an - 128 - 1
e - exp | — — —
AT oBt) =P T oe) T
was die Behauptung zeigt. ]

4.2. Orakel-Ungleichung und Abschiitzen der Uberdeckungszahl

Nun konnen wir eine Art Orakel-Ungleichung fiir den Lo—Fehler unseres trunkierten
Schétzers formulieren und beweisen. Eine Orakel-Ungleichung im herkémmlichen Sinn
vergleicht die Performance eines realen Schétzers mit der eines idealen Schétzers, welcher
auf perfekter Information, gegeben durch ein Orakel, beruht [Can06].

Lemma 3 (Lemma 1 in [BK19]). Sei 5, = ¢;-log(n) mit ¢s > 0 konstant. Angenommen,
die Verteilung von (X,Y") erfiille

E [606'|Y|2] < 00
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fir eine Konstante cg > 0 und, dass die Regressionsfunktion m(z) = E[Y|X = x] be-
schrdnkt sei. Weiterhin sei m,, der kleinste Quadrate Schitzer

= argmin - Z Y; — f(X)))? (16)

feFn

fiir einen Funktionenraum F,, und definiere m,, = T m, durch den Trunkierungsoperator
(6). Dann gilt

[/ (2 )P u(dm)] . c7 - log(n)? - log </\/ (ﬁ,}“ﬂ, |- ||Oo7supp(X)>>

+2. jnf /\f )2 Py (de)

fiir alle n > 1 und eine Konstante c¢; > 0, welche unabhdngig von n, 5, und allen Para-
metern des Schdtzers ist.

Beweis. Sei zunéchst mg, die Regressionsfunktion der trunkierten Zufallsvariable T Y,
das heift

mg, () = E[T5,Y|X = z].
Mit (3) zerlegen wir den Lo-Fehler wie folgt:

[ @) = m(o)f* )
_ {E[[mn(X) -Y? |Dn} — E[\m(X) - YH
_E [ Ima(X) = Ty, Y| |Dn] - E[ m, (X) — Tﬂnyﬁ] }

N {E [1ma(X) = Tp, YT |Dy| = B [ms, (X) = T, YT

n <
=1

1 n
+{2';Z|mn<xi>—mm 2—Z|mﬁn - TpYif
=1
1 n
- (2;Z|mn<xi> P —2-;Z\m<Xi> —YAQ> }
i=1 ‘

n

+{2-%Z|mn( X)) - Vi -2 —Z|m }

i=1

= Z {Sz,n} .

9.1 > ( ma(X;) — T, Yi|* = Img, (X) — Tﬁnyiﬁ)}
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Im Folgenden schétzen wir die Summanden S;, nacheinander ab, i = 1,...,4.
Dabei sind die Terme S;, und Sj, Trunkierungsfehler, einmal in Erwartung und
einmal im Mittel iiber der Stichprobe D,,. S;, ist der empirische Prozessfehler oder
auch stochastische Fehlerterm, der den Erwartungswert mit dem arithmetischen Mittel
vergleicht und durch Sy, erhalten wir den zentralen Approximationsfehler dadurch, dass
die Trunkierung vernachléssigbar wird.

ERSTER SUMMAND 95, : Trunkierungsfehler.
Zunichst betrachten wir S ,,. Mit a*> — v* = (a — b)(a + b) erhalten wir

Stn = E| [ma(X) = Y = [ma(X) = Tp, Y D,
—E| [m(X) = Y[ + my, (X) = T, Y]? |
—E|(T3,Y = Y)@ma(X) =Y = T,Y)|D, |
—E[(m(X) = mg, (X)) + (T3, Y = Y)) (m(X) +mg, (X) =¥ = Tp,Y )|
= S5,n + Sﬁ,n-
Nun gilt |75, Y —Y|* < |[Y|* - qjyjsp, ), denn fiir [Y] < 8, ist |75, Y — Y|* = 0 und
fiir Y| > B, gilt |T5,Y —Y]* = |8, — Y| < |Y|*. Das nutzen wir fiir S5, und mit
(a + b)? < 2a? + 2b%, der Cauchy-Schwartz Ungleichung und

exp(es/2 - [Y )

Lvis < ez ) (17)
erhalten wir
2 2
S5l < VE[IT5,Y — YPT-\/E[|2m,(X) = ¥ — T, Y[*|D,]
< VE[YE  Lgyioan] - VER - [2ma(X) - T5, Y +2- [V [D,]
2 eXIO(Cs/2 |Y| 2 2
< \[B |V E[2- [2m,(X) — T5,Y* D] +2-E[|YP]

< \/E[|Y|2 exp(es/2- V)] - exp (—C8f”> \/2- (38,2 + 2B Y]],
da |m,| < B, und |13,Y| < B,.

Nun gilt x < exp(z) fir z € R, also

2
VPP < Zexp (5 1YP).
Cs
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sodass wir den ersten Faktor abschéatzen konnen durch

B[V expler/2- V)

2 2
<E|=exp (5 VP)rexp (5 P)| B[ exples - [YP)| < e < o
s 2 2 Cs

nach Voraussetzung aus dem Lemma. Mit z < exp(z) fiir + € R und der Linearitéit des
Erwartungswertes erhalten wir ebenso

E [|Y|2] <E [1/08 . exp(ml . ‘Y‘Q)} < ¢ < 00, (18)

sodass wir den dritten Term durch /1882 + ¢;p abschétzen konnen. Nun ist £, = ¢; -
log(n), also exp(—%) = n~3/4 und fiir Konstanten c;y, c12 > 0 folgt, dass

1
’55,71‘ S \/% - exp (—011 . IOg(TL)Q) . \/(18614 . lOg(Tl)2 + C10 S C12 Og(n) .

Fiir den Summand S, erhalten wir wieder mit der Cauchy-Schwartz Ungleichung und
(a+b)? < 2a? + 2b*

[Ss.l = B [ (m(X) = mg, (X)) + (T5,Y = Y)) (m(X) +ms, (X) =¥ = Tp,Y )|

< \/2-E[\m<x>—mﬁn<x>|2] +2-B| [T,y - VI (19

-\/E[|m(X) +mg, (X) —Y—Tﬁnyﬁ}. (20)

Fiir den ersten Term (19) benutzen wir die Linearitdat der bedingten Erwartung und es
folgt

E| m(X) = mg, (X)I*| = E[ [E[Y]X] - E[T;, Y] X]"

—E[[E[Y - T5,Y|X]1]

Jensen

= [lv 7, v

wobei wir in der letzten Zeile die Jensen-Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte, sowie
die Tower Rule genutzt haben. Den zweiten Term (20) behandeln wir wie den zweiten
Faktor in S5,

\/E[ m(X) +m, (X) =Y = Tp, Y| < \/IE (2 m(X) + mg, (X) = T, Y| + 2B Y]]

< ¢15 - log(n)
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fiir eine Konstante ¢;5 > 0, da nach Voraussetzung die Regressionsfunktion m beschrinkt
ist und |mg,| < B, = ¢5 - log(n). Daher gilt fiir ¢;5 >0

Sen < \/4 E[|Y — TBHY|2} - c15 - log(n) < ¢i6 - log(n)/n

mit den selben Argumenten wie fiir S ,,.
Insgesamt erhalten wir also

fiir eine Konstante ¢17 > 0.

DRITTER SUMMAND S, : Trunkierungsfehler.

Wahrend S ,, ein Term aus Erwartungswerten ist, enthélt Ss ,, die zugehorigen Mittelwer-
te iiber der Stichprobe D,, = { (X1,Y1),...,(Xn,Y,) }. Daher sind fiir die Abschétzung
alle obigen Argumente anwendbar, und wir erhalten analog zu S,

log(n)

E[S?),n] <cig-
fiir eine hinreichend grofle Konstante c¢15 > 0.

ZWEITER SUMMAND S5, : Stochastischer Fehlerterm.

Nun schétzen wir Sy, ab. Dazu definieren wir zunéchst die Menge T, supp(x)Fn =

{Tgn o Lswppx) 1 f € Fa } . Unser trunkierter kleinste Quadrate Schétzer m,, liegt offen-
sichtlich in dieser Menge und wir betrachten fiir ¢ > 0 die Konzentrationsungleichung

P(Sy, > t) = IP’(IE [ (X)) — Ts, Y |Dn] . ]E[ s, (X) — Tﬂnyﬁ]

—2-li<|mn(Xl) Ty, Yil* — |mp, (X;) — T,BnYz|> )

n <
=1

2

‘f(X)_TﬁnY i

o | [me,(X) = Tp,Y
Bn

Bn

< P(Hf € 13, supp(x)Fn : E

1 Z <‘ TﬁnY

2
>1<t E ‘f(X)-TBnY

| mp, (X)) = T, Y|
Bn

‘mﬁn(X) —T15Y
Bn

B Bn

1)

Im né#chsten Schritt kénnen wir Satz 2, denn mit B = 1, ¢ = %, a=pf= %BL? sind die
F(X) Tﬁn
Bn

Voraussetzungen

‘ < B erfiillt, also

Th. 11.4

t n n
]P(Sg}n > t) S 14 S;l?p./\/’l (80—@%’ Tﬁn,supp(X)Jrnaml) - exp (—mt) .
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Mit Lemma 2 erhalten wir weiterhin

t n
P(Sy, > 1) <14 - N [ —— Fu Il - llovcn : SR C—
(Sa> 0 1N (G Fol- o)) -0 (5t

Da die Uberdeckungszahl und der exponentielle Faktor fallend in ¢ sind, folgt fiir €, > %

E[Sy,] = / P(Sy, > t)dt <e, +/ P(S,,, > t)dt
0 En

n 5136 - 32
<ent 14 N( o Foll Hmupp<x>)-exp(—m5”)'7'

Wir minimieren die rechte Seite, indem wir

5136 - 5§
sn = T (14 N( 5,” ’VL7 || ||OO SUPP(X))>

setzen, welche die Bedingung ¢,, > i—o erfiillt, solange die Konstante c5 in (3, = ¢; - log(n)
hinreichend grof} ist. Daraus folgt direkt

1o -Tog(n)? Tog (A (5 Fr |l osunn) ) )

n

E[SQ,n] S

Sodass wir zusammen bereits

Co0 - lOg(TL)2 - log <N (ﬁvfnu || ’ ||OO7SUPP(X)>>

3

fiir eine ausreichend grofle Konstante cyy > 0 haben.

VIERTER SUMMAND Sy, : Approximationsterm.

Damit fehlt nur noch der Approximationsfehler in unserer Orakel-Ungleichung.
Dafiir betrachten wir zuletzt Sy,. Sei dafiir zunéchst A, das Ereignis, dass
ein ¢ € {1,...,n} existiert, sodass |Y;| > [f,. 14, sei die Indikatorfunkti-
on von A,. Da die (X;,Y;), ¢ = 1,...,n unabhingig identisch verteilt sind, ist
E[LS0 [ma(Xs) = Vil 14,] = E[Jma(X1) = Vi’ - 1a,).

n

Somit zerlegen wir E[Sy | in zwel weitere Summanden:
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1 1<
E[Sin) =2-E - > ma(X) = Vi - - D im(X) - Y
L =1 i=1

o 2
=2.E|- WX = YiP 1
”;:1|m( ) — Yl An]

n

1 1
- D mn(Xi) = Vil Lag — - > Im(Xi) =Y

i=1 i=1

=2. E[ |mn(X1) - Y1|2 ’ ]lAn}

+2-E

+2-E

1 — 1
=D Ima(Xa) = Vil Lag = > m(Xy) = Vi
=1 3

- S?,n + SS,n'

Fiir den ersten Summand nutzen wir die Cauchy-Schwartz Ungleichung und es folgt

%-Sm < \/E:(Imn(Xl) - Y1I2)2] VE(A)

< B[ @G +2¥i)?] o BT )

< = [stmer st \/" e

Mit z < exp(x) fir z € R erhalten wir

2 2 c
BYI'] =B[YE I F) <2 |2 oG V) Zexn(G - )

4
= — -Ef[exp(a |Y|2)} < 00
&l

nach Voraussetzung aus dem Lemma. Auflerdem ist ||m,||« beschrinkt durch £, sodass
wir den ersten Faktor mit ¢y > 0 durch

C21 5721 = C22 log(n)2

abschéitzen kénnen. Mit E[ exp(c; - |Y|2)] < 93 < o0 fiir eine Konstante co3 > 0, erhalten
wir fiir den zweiten Faktor

\/n.E[exp(cl-|Y1|2)] < vh. J g NN

exp(c1 - 57) exp(cr - 52) ~ exp((er - iy - log(n)?) /2

Nun gilt exp(—c - log(n)?) = O(n~2) Ve > 0, sodass insgesamt die Abschiitzung

log(n)*v/n < on log(n)?

St < Cog - 5 S—
n
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folgt.

ly| < B impliziert |7z —y| < |z —y|. Auf dem Ereignis AS ist |Y;| < S, Vi €
{1,...,n}, sodass wir auf AS unseren trunkierten Schétzer durch den Kleinste-Quadrate
Schétzer m,, ersetzen konnen und damit

Sspn=2-E —Z|mn i) ]lAc——Z|m
<2-E —Z|mn i) ]lAc——Z|m
(1<~ 1<
2B |13 () <Y - 3 (X

.1 P
<2-E flenjgn " E |f(X;) = Y] " ;:1 |m(X

wobei wir auflerdem die Definition des kleinste Quadrate Schétzers m,,, sowie Eigenschaf-
ten der Indikatorfunktion genutzt haben.
Sei weiterhin f* € F,,, sodass

/ £4(2) = (@) Px(ds) < ing / () — m(@) P P (da) + -

Damit ist

1 n
2
2 | jnf 3206~ ¥ = 13 ) -

L) - - Y (X
= E[|7°(X) - Y] ~ B [ln(X) - Y]
= E[|f*(X) = m(OP] + B [Jn(X) - Y] ~ E [pn(X) - Y]
< ot [ 17(0) = m(o)f* Px(de) +

f€Fn

Dabei benutzten wir die Linearitdat des Erwartungswertes, sowie die Dreiecksungleichung
mit der minimierenden Eigenschaft der Regressionsfunktion m (vgl. Lemma 1).
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Die obigen Abschétzungen zusammengefasst ergeben

| [ Ima(o) = m(o) )] = Zw{

Co0 - 10g(n)2 - log <N (mv"t;h || ’ ||OO,SUPP(X)>>

<
o log(n > nf / 7)) P(de) +
<mkWWh%N@amwmmM”
+2- mf /|f o) Px(dz),
fiir eine Konstante cog > 0, was den Beweis vervollstandigt. U]

Um den ersten Summand in Lemma 3 abzuschétzen, nutzen wir das folgende Lemma
iiber die Uberdeckungszahl.

Lemma 4 (Lemma 2 in [BK19]). Es gelten die Annahmen aus Satz 1. Sei e, > —= und
% < n®" fir groffe n. Dann gilt
log (N (£ HY ||+ oo f—an.anjd)) < cas - log(n) - M (21)

fiir n hinreichend grof$ und eine Konstante cog > 0 unabhdingig von n.
Fiir den Beweis von Lemma 4 bendttigen wir folgendes Hilfsresultat:

Lemma 5 (Lemma 9 in [BK19]). Sei l € Ny und o, : R — R firr =1,...,0+1
lipschitzstetige Funktionen mit Lipschitz Konstante L > 1, fiir die gilt

loy(z)| < L-max{|z|,1} (z €R). (22)

Sei ferner Ko = d, K, € N firr e {1,...,1l}, sowie K11 = 1. Wir definieren rekursiv
firre{l,....;l+1} undie {1,...,K,} die Funktionen

(@) =0, (Z AV () Cg()n) (23)

und .
—(r) ~ _(rm1) (1) -1
fi (JI)ZO'T<ZCE,]- )'fj (z) + 50 )) (24)
j=1

mit
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(r=1) _(r—1) (r=1) ~(r—1)

wobet Cio 5Cio so-sCik, 1 Cik, , € R. Setzt man weiterhin
_ U
¢= max  max{ || [e7)] 1},
T:07---7l7 'L‘:l,..ql(,,-,l7 5J 3]
j:17"'7K7‘

dann gilt
—(l4+1
@) = 71 @)

(r) _ =(r)
¢ — G

l
<(+1)-LH -H-Ul~max{||x||oo,1}- max
r=0 =

fiir jedes x € R%.

Beweis. Sei zunéchst 0,4 : R — R die Identitidt o;4(z) = x fiir alle x € R. Dann kénnen
wir den Raum hierarischer neuronaler Netze H® fiir > 0 beschreiben als

K
HO — {h ‘R* R : hz)= Zo'id<gk(aid(f1,k(x)v o fer(@) (zeRY)
k=1
fir g, € F (”:%"gaff %) ind fir € 7—[“‘1)}.

Wir setzen im Folgenden M* = (*/Y) - (N + 1) - (M, + 1)¥, so lisst sich jedes
g € F (n:jj\?i}ni‘fiﬁge'fze) schreiben als

M* 4d* d*
g(I) = Z i - O (Z )\i,l 0 (Z Hi,l,v . Q?(v) + 07;7170) + >\i,0> (25)
=1 =1

v=1

M d*
= Z Hi - O Z Ngi 0 (Z G0 x4 Qi,l,(]) + Niio | (26)
1=1 v=1

I=1,...,4d*
i=1,...,M*

wobei die neuen Koeflizienten definiert sind durch

o il falls ¢ = i,
G sonst

fiir alle 3,7 € {1,...,M*} und [ € {0,...,4d*} (analog fiir h € H®)).

Im Folgenden wollen wir Lemma 5 anwenden, da die Funktionen o;4(h) = h fiir h € H®
mit den obigen Darstellungen die Struktur der fl(l+1) aus (23) erfiillen. Die Parameter in
dem Lemma wéahlen wir wie folgt:

Als Lipschitz Konstante L wahlen wir das Maximum der Lipschitz Konstanten von
0ia (was offensichtlich 1 ist) und der N-zuléssigen Aktivierungsfunktion o. Damit ist (22)
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erfilllt, da |lo|| , <1, L > 1 und |o(x)| = |z|.

Beziiglich der Funktionenklasse H® ist der Parameter { in dem Lemma 4] + 2 und fiir
r =20,...,l nehme K, periodisch die Werte (j, 4d* - M*, M* und K an, wobei d fiir K
gleich d ist, sonst aber d* ist.

Die Koeffizienten c( ") in unserer Funktionenklasse sind stets 0 oder i, ity i aus der

(neuronale Netze) .
Definition von Fy; v 4 g o (1), wir kénnen also C' = max{a, 1} setzen.

Fiir Funktionen A und h aus H® erhalten wir also mit Lemma 5

Hh - hlloov[_a’ﬂva’ﬂ]d
< (41 +3) - L3 (4d - M* 4 1) max{a, 11412
) (r) _ =)
max{a,, 1} - o ,z,HzlaX Kr+1, Cij — Cij
7=0,.
< nf. max AN T .)
r=0,...,l, i=1,... Kpyp1, | " b
§=0,., Kp

fiir n hinreichend grof und cy9 > 0, da nach Voraussetzung gilt a,, < M,, < % < nfr,

Um also die Abschétzung ||h hH

erhalten, miissen wir die Koefﬁ21enten cz(’j) ciner Funktion h € H® so wihlen, dass

. < &, fiir ein ein beliebiges h € H® zu

[—an,an]

4 2] <
nc29

(27)

fiir alle moglichen Indizes 4, j, r. Die cgg) miissen Werte in [—q, «] annehmen und fiir

d*+p-(2N+3)+1 .
Mnn— < n%3, Das heifit, da ¢, > nclw,
n

2.0 -n
<n030
2-¢e, -

damit mlndestens einer davon die Eigenschaft (27) fiir

hinreichend grofles n gilt a = log(n) -
bend6tigt man

unterschiedliche Koeffizienten ¢
(r )

7 ] ’
mit festen Indizes erfiillt. Ferner sind die c ) fiir jedes h € HWY verschieden, ergeben

le Net
sich allerdlngs aus den Gewichten p;, Aiy, 0;;, in der Definition von F 1\;6“](,0; adea etze)

Durch (4) und (5) kénnen wir die Anzahl der Gewichte abschétzen mit

ein C

N (HO) - (Fe )

=Y "d" K+ (d - K) (d*;;N)(N—Fl)(Mn—Fl)d*'(4d*'(d+2)+2)+1

< ey - MY,
fiir eine hinreichend grofle Konstante c3; > 0.
Insgesamt koénnen wir nun also die &,—Uberdeckungszahl A (5n, HO | - ||OO,[—an,an]d)
abschétzen und erhalten fiir den Logarithmus
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tog (N (20, HOL | o ange) ) < log ((20)= ¥4} < e log(n) - M

was die Aussage zeigt.

39



Kapitel 5
Approximationseigenschaft der Klasse H) und
Beweis von Satz 1

Als letzten Schritt fiir den Beweis von Satz 1 benétigen wir ein neues Resultat aus der
Approximationstheorie mehrschichtiger neuronaler Netze.

Satz 5 (Theorem 3 in [BK19]). Sei X eine R¥*-wertige Zuvallsvariable und m : R? — R
eine (p, C)-glatte Funkion, die einem verallgemeinerten hierarchischen Interaktionsmodell
der Ordnung d* und Level | geniigt, wobei p = q + s fir ein ¢ € Ny und s € (0,1]. Sei
N € Ny mit N > q. Seien in Definition 4 (b) alle partiellen Ableitungen der Ordnung < q
der Funktionen g, fjr beschrinkt und jede solche Funktion f erfiille

6j1+...+jdf
max . : < C39. 1
J1rja€l0,1,eng}, || 012D | Plag(d) i 52 (1)
Jit..+ja<q 00,[~2a,2d]

Seien zudem alle Funktionen gy lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L > 0. Sei nun
M, € N und (a,)nen eine wachsende Folge reeller Zahlen mit 1 < a,, < M, fir die gilt

ap < My, (2)
fiir hinreichend grofies n. Sei HY wie in (3) mit K,d,d* aus der Definition von m und
setze M = M, sowie

M N

a = log(n) - mit n, € (0, 1]
M

Sei o : R™ — [0, 1] N-zulissig gemdfS Definition Definition 6. Dann ezistiert fiir beliebiges
c > 0 und fiir alle n > no(c) € N eint € HY, sodass auferhalb einer Px-messbaren
Menge D,, mit Px(D,) < c-n, gilt

[t(x) = m(@)] < es5 - an T M (3)

n

fiir jedes x € [—ay, a,]? und mit c33 unabhdingig von allen anderen Faktoren auf der rechten
Seite aber abhdngig von festen Werten (c,d,d*). Auflerdem kann t so gewdhlt werden, dass

[t(2)] < eza-al - MNP (4)
fiir alle x € RY.

Beweis. siche [BK19]. O
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Nun haben wir alle erforderlichen Vorkenntnisse, um das Hauptresultat zu zeigen und
eine Konvergenzrate von
3.~
log(n)® - n~ 2+a
nachzuweisen.

Beweis von Satz 1. Sei a, = log(n)m. Dann existiert nach Voraussetzung ein ny,
sodass supp(X) C [—ayn, a,]? fiir alle n > ng gilt und damit auch N (8, G, || - ||oosupp(x)) <
N (8,3, * l|oo,[—an,an]) fiir 6 > 0 und einen beliebigen Funktionenraum G folgt. Wir wen-
den Lemma 3 an und erhalten

c1o - log(n)? - log </\[ (nﬁ SHO ] - ||oo,supp(X))> 5)
n

+2- inf /|h(w)—m(m)|2PX(d:p). (6)

heH®

B | [ lma(o) ~ m(o) Pxto)] <

Den ersten Term (5) mit der Uberdeckungszahl schitzen wir durch Lemma 4 ab, denn es
gilt ﬁ > und M" < n®7, sodass fiir die Uberdeckungszahl folgt

c1g - log(n)? - log (N (ng SHO |- ||oo,SUPp(X)>>

c26

n
cro - 10g(m)? Jog (A (- HO. |-l o))

n
o Cos-log(n) - My

<

n

< c1g - log(n
n

d* —(2p+d*)

‘n 2p+d*

(n)
S 35 - g(n)?) . 7172;«[;* +1
(n)?

= ¢35 - log(n
__ 2
= ¢35 - log(n)® - n~ =+

Fiir den zweiten Term (6) nutzen wir Satz 5. Sei dazu h* € H®, welches die Approxi-
mationseigenschaft (3) fiir ¢ = 1 erfiillt. Die Menge, auf der diese Eigenschaft nicht gilt,
sei D, das heifit Px(D,,) <mn,. Nach (4) ist

|h*(2)] < c3q-al - MTTN? Yy ¢ RY

und fiir hinreichend groBes n gilt auch fiir die Regressionsfunktion |m(z)| < c34-a%- M2 +NP
auf dem Tréger supp(X). Also kénnen wir wie folgt abschétzen:

in / h(z) — m(x) Px(dz)

heH®
/|h* z)|*- ~1pePx(dx) + /|h* —m(z))* - 1p, Px(dx)
C33 aN+q+3 M p) (2 CCyq - a?z . MTCLl +N- p) D
__2p _ 3q 2d*+2N-p 2-(N+3) _ 2:(N+1)-p+2d*
S C36 1og<n) -n 2p+d* —+ c37 - 1og<n) N+g+3 ., 2p+d* . 1og(n) N+g¢+3 . n 2p+d*

< ¢y -log(n)® - n” et

Insgesamt folgt daraus die Aussage des Satzes.



Kapitel 6
Anwendungsorientierte Untersuchung der Klasse
hierarchischer neuronaler Netze

In diesem Kapitel implementieren wir die in Kapitel 3.1 eingefithrte Klasse der
diinnbesetzen tiefen neuronalen Netze H® mit Hilfe der Python Bibliothek Pytorch.
Dann vergleichen wir dessen Performance mit derer herkémmlicher vollstdndig ver-
bundener neuronaler Netze. Wir schétzen mit den Netzwerken die Regressionsfunktion
m : R> — R, definiert durch

m(z) = a7 - z3 + (tanh(522) + 24) (exp(zs) + x5) (1)

Diese geniigt einem hierarchischen Interaktionsmodell aus Definition 4 mit K = 2 und mi-
nimaler Ordnung d* = 2, da sich die Summanden jeweils schreiben lassen als Verkniipfung
mehrerer Funktionen mit einer Multiplikation.
Mit der (bekannten) Regressionsfunktion m generieren wir zunéichst Trainings— und Test-
daten durch

Y=m(X)+o0-¢,

wobei X ~ U]0,1] und e standardnormalverteilt ist. Das Rauschen e skalieren wir mit
o = 0.05.

Da die Klasse H® sich rekursiv aus Funktionen der Klasse H(®) bildet, implemen-
tieren wir zunéchst diese. Funktionen der Klasse H(? wiederum bestehen aus kleineren,
vollstandig verbundenen Netzwerken, wie man (farblich abgetrennt) in Abbildung 3.1 se-
hen kann. Diese besitzen stets eine versteckte Schicht aus 4 - d* Neuronen, hier definiert
als smallDense:

class smallDense(nn.Module):
def __init__(self, d, d_star):
super (smallDense, self).__init__Q)
self.fcl = nn.Linear(d,4*d_star)
self.fc2 = nn.Linear(4*d_star,1)

def forward(self, input):
x = torch.sigmoid(self.fcl(input))
x = torch.sigmoid(self.fc2(x))
return x

Als Aktivierungsfunktion nutzen wir die Sigmoid—Funktion (1), welche die Voraussetzung
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von Satz 1 erfiillt und N-zulissig ist. Eine Funktion der Klasse H(®) = F ](\;eﬁrjn;lz Netze)
enthalt dann M* = (* 1Y) - (N +1) - (M + 1)" der kleineren smallDense Netzwerke, die

wir folgendermaflen programmieren:

class H_O(nn.Module):
def __init__(self, d, d_star, M_star):
super (H_0, self).__init__()
self .networks = nn.ModuleList(
[smallDense(d, d_star) for i in range(M_star)])

self.fc_out = nn.Linear(M_star, 1)

def forward(self, input):
outputs = []
for i in range(len(self.networks)):
x = self .networks[i] (input)
outputs.append (x)

result = torch.cat(outputs, dim=1)

x = self.fc_out(result)
return x

Nun kénnen wir diese Klasse benutzen, um unsere hierarchischen neuronalen Netze H®
(H_network) zu definieren. Diese Netzwerke bestehen aus [ Schichten bestehend aus HO)
Netzen und einer Additionsschicht, wobei die i—te Schicht d*""" Netzwerke enthélt.

class H_network(nn.Module):
def __init__(self, 1, d, d_star, M_star, K):
super (H_network, self).__init__()
self.d_star = d_star
self.first_networks = nn.ModuleList(
H_0(d, d_star, M_star) for i in range(d_star**l))

self .f_networks = nn.ModuleList(
nn.ModuleList() for i in range(l-1))
for i in range(1-1):
self . f_networks[i] = nn.ModuleList(
H_O0(d_star, d_star, M_star) for j in range(d_star**(i+1)))

self.f_networks self.f_networks[::-1]

self.g_networks = nn.ModuleList(
[H_0(d_star, d_star, M_star) for i in range(K)])
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def forward(self, input):
outputs = []
for i in range(len(self.first_networks)):
x = self .first_networks[i] (input)
outputs.append (x)

for i in range(len(self.f_networks)):
for j in range(len(self.f_networks([i])):
x = self.f_networks[i] [j] (torch.cat(outputs[0:self.d_star], dim=1))
del outputs[0:self.d_star]
outputs.append (x)
outputs_f = torch.cat(outputs, dim=1)

outputs_g = []

for i in range(len(self.g_networks)):
x = self.g_networks[i] (outputs_f)
outputs_g.append (x)

result = sum(outputs_g) #Zuletzt werden die Outputs nur addiert.
return result

Um ein geeignetes Netzwerk fiir die Schétzung der Regressionsfunktion zu finden,
trainieren wir die Netzwerke mit den verschiedenen Hyperparametern (I,d*, M* K),
durch die L%J Trainingsdaten des generierten Datensatzes, wobei [ € {0,1,2}, d* €
{1,...,d}, M*€{1,...,6} und K € {1,2}. Danach ermitteln wir die Hyperparame-
ter anhand des minimalen empirischen Lo—Fehlers auf den Testdaten. Fiir die einzelnen
Trainingsschleifen nutzen wir als Verlustfunktion die mittlere quadratische Abweichung
und den Optimierungsalgorithmus Adam.

def train(network):

EPOCHS = 20

optimizer = torch.optim.Adam(network.parameters(), 1lr = 0.01)

for epoch in range(EPOCHS) :

for data in x_train:

output = network(x_train)
loss = F.mse_loss(output, y_train)
loss.backward()
optimizer.step() #updates the weights
optimizer.zero_grad()

Die datenabhéngige Wahl der Hyperparameter fiihrt zu einem Netzwerk der Klas-
se HM mit d* = 2, M* = 4, K = 2. Im nichsten Schritt implementieren wir
vollstéandig verbundene neuronale feedforward-Netze mit einem bzw. drei verdeckten
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Schichten und die Anzahl der Neuronen in den Schichten ermitteln wir wie zuvor in
Abhéngigkeit der zugrundeliegenden Daten. Es folgt, dass wir die Performance unseres
Netzwerkes m; = H_network(1,d,2,4,2) mit der eines einschichtigen Netzwerks
my = Onelayer(d,33) mit 33 Neuronen und der eines dreischichtigen Netzwerks
ms = ThreeLayer(d,8) mit 8 Neuronen pro Schicht vergleichen.

Um die Qualitat der Schéatzer my, ms und ms zu bestimmen, betrachten wir ein empiri-
schen Lo—Risiko, motiviert, durch die Eigenschaften des Schétzers in Kapitel 2.2.

1
’f‘k:N

37 (m(Xi) —mi(X2) k=1,2,3.

Wir bestimmen das Ls—Risiko iiber N = 10° unabhingigen Generierungen von X. Dies
wiederholen wir 100 mal und bilden jeweils den Median iiber r, Das fithrt uns zu den
folgenden Ergebnissen:

my = H_network(1,d,2,4,2) | my = OnelLayer(d,33) | m3 = ThreeLayer(d,8)
0.0869 0.2995 0.1298

Das heifit, unser Schitzer durch die Funktionenklasse H" beschreibt die (bekannte) Re-
gressionsfunktion m etwas genauer als die vollstdndig verbundenen Netzwerke.
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