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Einleitung

Einleitung

In vielen Anwendungsbereichen — von der Medizin iiber Finanzprognosen bis hin zu maschi-
nellem Lernen — stehen wir vor der Aufgabe, zuverldssige Vorhersagen zu treffen (Balasub-
ramanian u. a. 2014 ). Haufig liefern géngige Verfahren lediglich einen Punktschiitzer fiir den
erwarteten Wert. Allerdings ist es haufig wichtig den wahren Wert mit einer bestimmten
Wahrscheinlichkeit zu bestimmen. Dies ist mittels eines einzelnen Punktes in den meisten
Féllen nicht moglich. Daher ist es fiir uns von Interesse einen ganzen Bereich vorherzusagen,
welcher den wirklich realisierten Wert mit hoher Wahrscheinlichkeit enthalt.

Conformal prediction liefert hierfiir einen Algorithmus, der es unter einfachen Voraussetzun-
gen ermdoglicht, einen sicheren Vorhersagebereich zu konstruieren. Das besondere daran ist,
dass wir nur sehr geringe Anforderungen an die Verteilung der Daten stellen miissen. Denn
es geniigt wenn die Bedingung der Austauschbarkeit erfiillt ist. Dabei bendtigen wir keine
weiteren Informationen zu der Verteilung (Vovk . a. (2022), Fontana u. a. (2023)).

Das Prinzip von Vohersagebereichen oder Konfidenzintervallen ist eines der grundlegen-
den statistischen Konzepte und weit verbreitet. Dennoch ist der Ansatz von conformal pre-
diction noch sehr jung. Die ersten Arbeiten zu diesem Thema erschienen in den spaten 1990er
Jahren, wie etwa von Gammerman u. a. (1998). Eines der wichtigsten und umfangreichsten
Werke zu conformal prediction ist das Buch Algorithmic Learning in a Random World von
Vovk u. a. (2022), dessen erste Auflage 2005 erschien. In den folgenden Jahren wurden viele
weitere Erkenntnisse in diesem Bereich gewonnen, die eine einfachere Berechnung, oder die

Anwendung auf Datensétze mit nicht-austauschbar verteilten Daten ermdoglichen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Methoden von conformal prediction zu nutzen, um damit
sichere Vorhersagebereiche auch unter covariate shift zu konstruieren. Dazu werden wir die
Ergebnisse von Tibshirani u. a. (2019) darstellen und diese in Verbindung zur klassischen
Theorie setzen. Aulerdem wollen wir die Anwendung von conformal prediction unter cova-
riate shift betrachten und damit Unterschiede zur klassischen Variante besser erkennen. Wir
werden in Kapitel 1 damit beginnen die grundlegende Theorie hinter conformal prediction
zu verstehen. Dazu werden wir zuerst einige neue Begriffe und Methoden einfiihren, mit de-
nen wir einen Vorhersagebereich konstruieren kénnen. Dabei orientieren wir uns bei dieser
Einfiihrung insbesondere an Vovk u. a. (2022) und Balasubramanian u. a. (2014). Aulerdem
wollen wir iiberpriifen, ob es, unter den gegebenen Voraussetzungen, eine bessere Alternative
zu conformal prediction gibt. Zum Ende des Kapitels untersuchen wir, wie es uns gelingen
kann den Vorhersageberich noch préziser zu gestalten. Im Anschluss werden wir in Kapitel 2
die Anwendung von Regression, auf conformal prediction, betrachten und dafiir einen Ansatz
am Beispiel der Ridge Regression, nach Vovk w. a. (2022) vorstellen. Als letzten Teil dieses
Kapitels fiihren wir den split conformal predictor ein, der vor allem durch die Arbeit von Lei
u. a. (2018) als bedeutende Anwendung von conformal prediction etabliert wurde. In Kapi-
tel 3 werden wir, basierend auf Conformal Prediction Under Covariate Shift von Tibshirani
u. a. (2019), einen etwas anderen Zugang zu conformal prediction wihlen, um damit eine
allgemeinere Version zu konstruieren. Diese gewichtete Variante ist unverzichtbar bei der
Anwendung, wenn sich die Trainingsdaten, systematisch von den Testdaten unterscheiden.
In diesem Zusammenhang gehen wir explizit auf covariate shift ein. Zum Abschluss werden
wir in Kapitel 4 die Anwendung von conformal prediction, insbesondere unter covariate shift,

anhand von zwei Simulationen demonstrieren.



Einfiihrung

1 Einfiihrung

1.1 Was ist conformal prediction?

Nachdem wir die Idee von conformal prediction kurz umrissen und motiviert haben, wollen
wir das grundlegende Konzept nun genauer fassen. Die Ausgangssituation ist wie folgt: Wir
betrachten eine Folge von Werten bzw. Beobachtungen 21, 2o, 23, - - - € Z, wobei Z den Beob-
achtungsraum bezeichnet. Wir nehmen an, dass diese Beobachtungen austauschbar verteilt

sind, was wir spéter noch genauer erldutern werden (siehe auch Abschnitt 6.1).

Angenommen es sind n — 1 Beobachtungen z1,...,2,_1 (Trainingsdatensatz) bekannt.
Fiir den néchsten Wert z,, wollen wir nun eine Vorhersagemenge mit Fehlerrate (Signifikanz-
niveau) a € (0,1). Wir wollen also basierend auf unserem Trainingsdatensatz eine Menge
', die den wahren Wert z,, mit Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — « enthélt (Fontana
u. a. 2023).

Zwei Eigenschaften sind fiir den Vorhersageberich I'* besonders wiinschenswert (vgl.
Fontana u. a. 2023, Kapitel 2.1.4):

1. Validitét: Die Fehlerwahrscheinlichkeit a darf nicht iiberschritten werden, damit die
Menge I'“ ein verléssliches Ergebnis liefert.
2. Effizienz: Die Menge I'® ist moglichst klein, um eine informative Vorhersage zu

gewdhrleisten.

Dabei ist die erste Eigenschaft die wichtigste. Es ist also unser Ziel eine Abbildung I' zu
finden, die fiir jedes Signifikanzniveau « einen validen Vorhersagebereich liefert. Diese sollte
sich dabei auch monoton im Signifikanzniveau verhalten. Also fiir 0 < a; < ag < 1 soll
gelten (vgl. Vovk u.a. 2022, S. 21)

FDQ(Zl,...,Zn_l) gfal(zl,...,zn_l). (11)

Diese Voraussetzung entspricht der Intuition, dass gréflere Mengen den wahren Wert mit

hoherer Wahrscheinlichkeit enthalten. Daraus ergibt sich unsere erste Definition.

Definition 1.1. (vgl. Vovk u.a. (2022), S. 21) Als confidence predictor bezeichnen wir eine
Familie (I'* : o € (0,1)) von messbaren Abbildungen

r:z2" 1 x(0,1) = 2% (1.2)

welche (1.1) erfiillt fiir alle Signifikanzniveaus 0 < a; < ag < 1 und fiir alle n € N.

(2% bezeichne die Menge aller Teilmengen von Z).

Bemerkung 1.2. (vgl. Vovk u.a. 2022, S. 21) Mit der Messbarkeit von T, in Definition

1.1, ist gemeint, dass die Menge
{(a,21,. ..y 2n) : 2n €ET%21, ...y 20-1)}

eine messbare Teilmenge von (0,1) x Z™ ist.

Wir werden erkennen, dass jeder conformal predictor auch ein confidence predictor ist.
Auflerdem werden wir zeigen, dass wir mit conformal prediction, unter unseren Bedingungen,

den besten confidence predictor erhalten.



Was ist conformal prediction?

Als weiteres Werkzeug bendtigen wir ein sogenanntes nonconformity measure. Dies soll
messen wie ungewohnlich eine neue Beobachtung im Vergleich zu den bisherigen erscheint.
Das ist aus dem Grund wichtig, da wir im folgenden iiberpriifen miissen wie unterschiedlich
die gegebenen Werte sind, um eine Aussage dariiber zu treffen, welche Werte noch auftreten

konnen.

Definition 1.3. (vgl. Fontana u.a. 2023, S. 5) Eine messbare Abbildung
A:Z"x Z 5 R,

welche den Unterschied von einem Wert z € Z zu den Werten im Vektor B € Z™ beschreibt,

und die Eigenschaft
A(B,z) = A(Br, 2)

erfiillt, nennen wir nonconformity measure (B, steht fiir jede mégliche Permutation von B).
Die Abbildung A ist also invariant unter Permutationen im ersten Argument.

Wir schreiben dann R = A(B, z) und bezeichnen R als nonconformity score.

Wenn wir nun den Vektor B = (z1,...,2,)" betrachten, dann schreiben wir fiir den
nonconformity score von z; fiir ein ¢ € {1,...,n},

Die Schreibweise der nonconformity scores ist in der Literatur nicht einheitlich. In einigen
Werken (wie etwa von Vovk u.a. 2022) wird statt R, héufig o verwendet und anstelle von

«a, fiir das Signifikanzniveau, e.

Beispiel 1.4. Fiir eine Menge {z1,...,2,} € Z" und den Wert z; € Z mit Z C R ist der
absolute Unterschied von z; und dem Durchschnitt der Werte aus dem Vektor (21, ..., 2,) "
ein nonconformity measure. Fiir die nonconformity scores gilt dann

T Z;L:lzj .
Ri=A((z1,..-y2n) ,2i) = = ] i=1,...,n.

Bemerkung 1.5. Im Kontext von conformal prediction wird in der géngigen Literatur
h&ufig eine etwas abgewandelte Form, des nonconformity scores aus Definition 1.3, verwen-

det. Bei diesem betrachten wir eine Abbildung
Adel . zn=l w2 LR,

T € Z™ gegeben haben. Wenn wir nun den Unterschied von z;, fiir

wobei wir (z1,...,2n)
ein beliebiges ¢ = 1,...,n, zu den anderen Werten 21, ..., z, messen wollen, 16schen wir das

Element z; aus dieser Menge bzw. diesem Vektor und betrachten dann
R; = A% (Bgel, ).

Der Vektor Bge; = (21, .-+, 2i—1, %415+ -, %n) = € Z"! enthilt nun nicht mehr das zu ver-
gleichende Element z; (vgl. Vovk u. a. 2022, Kapitel 2.9.3).

In dieser Arbeit werden wir nonconformity scores nach Definition 1.3 nutzen, allerdings
macht es fiir die theoretischen Aussagen keinen Unterschied welche Variante verwendet wird.
Daher wird die genaue Wahl des nonconformity measures in der Regel auch erst bei der An-

wendung relevant. Dort kann es unter Umstédnden sinnvoll sein diese geldschte (engl. deleted)



Validitat des Vorhersagebereiches

Version zu verwenden. Shafer und Vovk (2008) stellen zudem heraus, dass diese nonconfor-
mity scores den Vorteil bieten, dass sie das sogenannte online Modell generalisieren. Dieses
wird auch ausfiihrlich durch Vovk u. a. (2022) behandelt, aber hier nicht weitergehend be-
trachtet.

Im né#chsten Schritt wollen wir nun das entschiedene Kriterium fiir einen Conformal
Predictor definieren. Dafiir konnen wir die gerade eingefiihrten nonconformity scores nutzen,
um den p-Wert fiir z, zu erhalten. Da wir iiber den nonconformity score von z, nicht
bestimmen kénnen wie ungewohnlich z,, ist, miissen wir diesen mit den nonconformity scores

aller anderen z; fiir i = 1,...,n vergleichen.

Definition 1.6. (vgl. Fontana u. a. 2023, Kapitel 2.1.3) Fiir z, € Z bezeichnen wir

i =1,....,n: R; > 1
pzn _ |{Z , ,n Rz = Rn}| c |:’ 1:|’ (14)
n n

als den p-Wert von z,, wobei
Ri = A((Zl, ey Zn)T, Zz)

fiir « = 1,...,n der nonconformity score von z; ist.

Der p-Wert gibt den Anteil der Beobachtungen an, die genauso oder weniger konform
sind wie z,.
Umgangssprachlich konnen wir sagen (vgl. Vovk w. a. 2022, S. 30)

Anzahl der z;, die eine groflere Abweichung aufweisen als z,
pzn = °

n

Ist p,, grofl, also nahe bei 1, bedeutet das, dass es viele z; gibt, die ungewohnlicher als z,
erscheinen. In diesem Fall ist z, sehr konform. Wenn p,  allerdings klein ist (nahe bei %)7

dann ist z, sehr ungewthnlich im Vergleich zu den anderen z;.

Der Konfidenzbereich fiir z,, zum Konfidenzniveau 1—« sei dann die Menge I'* (21, . .., 2p,—1)

welche alle z, € Z enthilt mit p, > « (dies wird in Satz 1.9 gezeigt). Somit erhalten wir

I¥(z1,...,2n-1) = {2n € Z 1 p,, > a}. (1.5)

Bemerkung 1.7. Wenn wir nun diese Menge berechnen wollen, miissen wir jedes mogliche
zn aus der Menge Z betrachten und dafiir den p-Wert berechnen. Um nun den p-Wert
zu erhalten miissen wir fiir jedes Mal alle n nonconformity scores bestimmen. Wir miissen
also card Z mal die n nonconformity scores berechnen. Dies kann unter Umstédnden einen
sehr groflen Rechenaufwand bedeuten. Und wenn card Z = oo ist es gar nicht moglich die
Menge (1.5) direkt zu berechnen. Diese Problematik werden wir in Kapitel 2 noch genauer

betrachten.

1.2 Validitiat des Vorhersagebereiches

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen wie sicher I'*(z1, ..., z,-1) den wahren Wert
fiir z,, enthélt. Diese Eigenschaft bezeichnen wir im Folgenden auch als Validitéit. Die Wahr-

scheinlichkeit fiir den Fehler, dass der wahre Wert fiir z, nicht in I'*(zy, ..., z,—1) enthalten
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ist, soll unser Signifikanzniveau « nicht iiberschreiten, um einen Konfidenzbereich zu erhal-

ten der verldssliche Werte liefert. Wir wollen also erreichen, dass
P(z, € T 21,0y 2n-1)) 2 1 — @ (1.6)

gilt.

Definition 1.8. (vgl. Fontana u.a. 2023, Kapitel 2.1.4) Ein conformal predictor I'* ist
konservativ valide, wenn fiir jede austauschbare Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf Z”, die
Bedingung (1.6) erfiillt ist.

Im folgenden zeigen wir nun, dass ein conformal predictor konservativ valide ist fiir
austauschbar verteilte Werte. Genaueres zur Austauschbarkeit von Verteilungen oder Zu-
fallsvariablen findet sich in Abschnitt 6.1.

Satz 1.9. (Balasubramanian u.a. 2014, Proposition 1.2) Unter der Annahme, dass die
Werte (z1,...,2,) von einer austauschbaren Verteilung auf Z™ erzeugt wurden, ist jeder

conformal predictor konservativ. Das bedeutet fiir den wahren Wert z, gilt
P(z, €T%(z1,...,2n-1)) > 1 — au

Beweis. Wir nutzen die Beweisskizze von Balasubramanian u. a. (2014) und erweitern diese
zu einem vollstindigen Beweis.

Seien (Ry, ..., R,) die nonconformity scores des nonconformity measures A. Zur Verein-
fachung nehmen wir an, dass alle R; unterschiedlich sind, allerdings gilt der Satz auch ohne
diese Annahme. Der Wert z,, ist genau dann nicht in I'“(z1,..., z,-1) enthalten, wenn R,

eines der |an] grofiten Elemente von (Ry, ..., R,) ist. Denn in diesem Fall gilt
{i=1,...,n:R; > R,}| < |an|

und fiir den p-Wert folgt

p%g@@,
n

Damit ist die Bedingung p > « fiir z, nicht erfiillt und somit
2n €T 21, ..y 2n-1) = {2n € Z:p,, > a}.

Aufgrund der Austauschbarkeit ist die Verteilung der Werte (z1,...,2,) invariant unter
Permutationen. Mit Lemma 1.11 gilt gleiches auch fiir die nonconformity scores (R, ..., R,).
Insbesondere treten alle Permutationen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auf.

Da nach Annahme alle R; unterschiedlich sind, ist die Wahrscheinlichkeit, dass eines der

lan| groBten R; an die n-te Stelle getauscht wird, Lan"J .

In der Tat kénnen wir von einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) ausgehen. Dabei
ist @ = {Ry,...,R,} und P, wegen der gleichen Wahrscheinlichkeit jeder Permutation,
die uniforme Verteilung auf Q. Sei A,, die Menge mit den |an| gréfiten R; und somit

card Agn = |an|. Dann gilt

card Ao, |an]
]P A = = .
(Acn) card §) n
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Dies entspricht dann gerade der Wahrscheinlichkeit eines Fehlers. Also gilt

p an
(Zn%ra(217...7zn_1)):I[D(Aan)— % <a
und die Behauptung folgt.

O

Bemerkung 1.10. Im Beweis haben wir angenommen, dass alle nonconformity scores R;
unterschiedlich sind. Dies haben wir getan, um den Beweis einfacher zu gestalten, wollen nun
allerdings genauer darauf eingehen warum die Aussage auch allgemein gilt. Dazu ordnen wir
die nonconformity scores so, dass R(1) > R) > -+ > Ry gilt. Denn wenn es nun Werte
R; = R; mit ¢ # j gibt, dann kann es sein, dass R(|an)+1) = B(|an))- In diesem Fall wire
das |an] groBte Element gleichzeitig das |an] — 1 grofite Element und es folgt

Hi=1,...,n:R; > Rjan | }| = [an] +1

und fiir den p-Wert gilt

1
= LWJ + > Q.

Zn

n
Es gilt also z,, ¢ T%(21,...,2n—1), genau dann wenn R,, eines der eindeutigen |an] grofiten
Elemente ist (also R, > R(|an|+1)). Sei also A,, die Menge mit den eindeutigen |an|
groften Elemente. Damit gilt allgemein card Ay, < |an] und wir folgern, dass die Aussage

aus Satz 1.9 fiir beliebige nonconformity score R; gilt:

an
P(zp, € T(z1, .y 2n-1)) = P(Aan) < LH—J < a.
Lemma 1.11. Fiir austauschbar verteilte Werte (21, ..., z,) sind die nonconformity scores

(R, ..., Ry) ebenfalls austauschbar verteilt.

Beweis. Sei 7 eine Permutation auf {1, ...,n}. Nach Definition der nonconformity scores gilt
Ri=A((z1,....20) ", 21) = A((Zr(1)s - - - » Zn(n)) | » ). Somit kénnen wir den nonconformity
score mit Index 7 () schreiben als

)T

Reiy = A((Zr(1)s - -+ Zn(n)) s Zn(i))-

Wegen der Austauschbarkeit der Werte z; folgt dann

d
(Rh ceey Rn) = (A((zlv ceey Z’ﬂ)T7 Zi))iEI = (A((Zﬂ(1)7 o 7Z7r(n))T7 Zﬂ'(i)))iEI = (Rﬂ'(l)7 cee JR‘IT(n))

(Siehe auch Definition 6.1 fiir die Austauschbarkeit.)

1.3 Optimalitit von conformal prediction

Wir haben nun gezeigt, wie ein conformal predictor konstruiert werden kann und, dass dieser
valide ist. Aufgrund der einfachen Konstruktion und der geringen Voraussetzungen scheinen
conformal predictions ein duflerst vielversprechendes Verfahren zu sein. Es ist allerdings
nicht klar, ob diese Methode wirklich sinnvoll ist und es moglicherweise eine Moglichkeit

gibt bessere Pradiktoren zu erhalten.
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Jedoch kénnen wir zeigen, dass es fiir jeden confidence predictor (der ebenfalls invariant

unter Permutationen ist) einen conformal predictor gibt, der mindestens genau so gut ist.

Definition 1.12. (Vovk u. a. 2022, S. 53) Wir sagen ein confidence predictor I'y dominiert
einen andern confidence predictor I'y fiir jedes n € N, jedes o € (0,1) und alle 21, 29, ...,
wenn gilt

F(f(zl, .. .,anl) g Fg‘(zl, .. .,anl).

Proposition 1.13. (Balasubramanian u. a. 2014, Proposition 1.3) Sei T'1 ein confidence
predictor, der invariant unter Permutationen und konservativ valide unter Austauschbarkeit

ist. Dann existiert ein conformal predictor T's, der I'y dominiert.

Beweis. Zuerst bendtigen wir ein nonconformity measure fiir I's. Sei also (z1,...,2,) € Z"

und der nonconformity score fiir z; gegeben durch

Ri=1—inf{la:z ¢ (21, -, 2i-1,2i41,- -+, Zn) }

=1- SUp{Oé HVTAS F(lx(zh sy Ri—1y Ridly ey Zn)}a

fir i =1,...,n. Um nun zu iiberpriifen, ob I'y durch I's dominiert wird miissen wir zeigen,
dass fiir alle z, € T'§(z1,...,2,_1) folgt z, € T¢(21,...,2,_1). Aquivalent wiire, dass aus
zn & T9(21,. - y2n-1), 2n & I'S(21,...,2n—1) folgen wiirde. Diese Implikation wollen wir
zeigen.

Wir fixieren die Werte (21, ..., 2,) und ein Signifikanzniveau &. Angenommen es gilt z,, ¢
I'¥(21,...,2n_1). Wegen der Annahme, dass I'; konservativ valide ist, folgt, dass

2 @ T (21, ooy 21y Zi 1y - » Zn)

fiir maximal |an] zs gilt (Wir bezeichnen zur Vereinfachung die Werte, die nicht in I'¢
liegen als 2; und diejenigen, welche in I'¢ liegen als z;).
Somit gilt fiir diese z;s R; > 1 —a,daa € {a:z ¢ I'{(z1,...,2i—1,Zit1,-- -, 2n)} und das

Infimum dieser Menge kleiner oder gleich & ist. Fiir die iibrigen nonconformity scores, mit
zj € ].—‘(11(21, ey D1y Bty ,Zn)

(mindestens n—|an]), gilt dagegen R; < 1—-&,dad € {a: 2z € T§{(21,..., %i—1, Zit1,- .-, 2n) }
und das Supremum dieser Menge grofier oder gleich & ist. Daher muss R, unter den |an|
grofiten R; sein. Und es folgt direkt z, & T'S (21, .., 2n_1)-

Folglich haben wir einen conormal predictor I's gefunden, der I'y dominiert. O

1.4 Geglatteter conformal predictor

Im vorherigen Abschnitt haben wir gezeigt, dass ein conformal predictor konservativ valide
ist und die Ergebnisse somit mit der geforderten Wahrscheinlichkeit korrekt sind. Allerdings
soll ein Konfidenzbereich I' auch ein effizientes Ergebnis liefern und daher ein moglichst
kleinen Bereich festlegen, der z, mit Wahrscheinlichkeit 1 — o enthélt. Bei der Definition
von I' haben wir bereits festgelegt, dass ein grofleres Signifikanzniveau « einen kleineren
Konfidenzbereich bedingt (siehe (1.1)). Aus diesem Grund ist es erstrebenswert einen ex-
akt validen conformal predictor zu konstruieren, um ein moglichst effizientes Ergebnis zu

gewéihrleisten.



Gegliitteter conformal predictor

Bemerkung 1.14. (vgl. Fontana u. a. 2023, Kapitel 2.1.4) Der effizienteste Konfidenzbe-
reich wire trivial T%(z1,...,2,-1) = . Allerdings wiirde diese Menge offensichtlich keinen
Nutzen haben, da sie keine Werte enthélt. Genauso liefert der Konfidenzbereich I'*(zy, ..., 2,-1) =
Z auch keine neuen Informationen, da dieser jeden moglichen Wert fiir z,, enthélt und kei-
ne Werte ausschliefit. Deswegen wird ein Konfidenzbereich daran gemessen, wie valide und

effizient dieser ist.

Unser Ziel ist es daher, in diesem Abschnitt einen exakter conformal predictor zu kon-

struieren, der die Bedingung
P(z, € T%(21, .0, 2n-1)) = 1 — @ (1.7)

erfiillt.

Definition 1.15. (vgl. Vovk u. a. 2022, S. 10) Ein conformal predictor I'* ist exakt valide,
wenn fiir jede austauschbare Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf 2", die Bedingung (1.7)

gilt.

Dazu modifizieren wir unseren bisherigen conformal predictor, indem wir den Fall R; =
R,, gesondert betrachten, bei dem die nonconformity scores von z; mit ¢ = 1,...,n und z,
iibereinstimmen. Bisher wird der p-Wert fiir jedes ¢ = 1,...,n mit R; = R,, um 1/n erhoht.
Stattdessen soll der p-Wert in solchen Féllen nur noch um einen zufélligen Wert zwischen 0

und 1/n erhéht werden.

Definition 1.16. (vgl. Fontana u. a. 2023, Kapitel 2.1.4) Der geglittete p-Wert fiir z, ist

definiert als

Zn

CHi=1,..n: Ry > Ru}|+71 {i=1,..,n: Ry = R, }|

1.8
wobei die Zufallsvariable 7, uniform verteilt ist auf (0,1).

Der geglittete conformal predictor ergibt sich dann analog zu (1.5) mit dem einzigen

Unterschied, dass der p-Wert p,, durch den geglédtteten p-Wert p,  ersetzt wird.

P21, ey 2nm1) = {zn czZ:

Hi=1,..,n:R; >R, }|+1, {i=1,...,n: R, = R, }| -
n

={zm € Z:p,, >a}

(1.9)

Lemma 1.17. (Spezialfall von Lemma 11.8 aus Vovk u. a. 2022) Seien die nonconformity
scores Ry, ..., Ry, austauschbar und T ~ Unif(0,1) unabhingig von Ry,...,R,. Dann gilt

P(p., <a) =«

fiir alle o € [0, 1], wobei P, der geglittete p-Wert mit Zufallsvariable T, aus Definition 1.16,

1st.

Beweis. Wir nutzen die Idee des allgemeineren Lemma 11.8 aus Vovk u. a. (2022), um einen
spezielleren Beweis fiir Lemma 1.17 zu erhalten.

Sei
- Hi=1..n: R >R} +7{i=1,...,n: R = R;}|

Zj

n



Gegliitteter conformal predictor

fir j = 1,...,n. Mit der Austauschbarkeit der nonconformity scores haben wir p, 4 Dz;
fiir jedes j.
Auflerdem definieren wir fiir jeden Wert z € o,, = {21,...,2,}
i=1,...,n:A(on,2) > Alon, 2
pr I (00:3) = Alow D)

n

n .

p (%)
Dabei entspricht p™(Z) dem p-Wert aus Definition 1.6 und es ist klar, dass p~(2) < p*(Z).
Fiir den gegliitteten p-Wert gilt dann p,, = p~ + 7.(p™ —p7).

Jedes Beispiel 2 erfiillt genau einen der folgenden drei Félle
1) p*(E) <a
(2) p7(2) >«
(3) p™(2) <a <pF(2).

Nach Definition gilt p,, < a wenn z, Fall (1) erfiillt und p,, > o wenn es (2) erfiillt. Unter
der Bedingung, dass wir o,, kennen, ist der Anteil der Werte, welche (1) erfiillen p~. Also

P((D)on) =p~.

Nun bestimmen wir die Wahrscheinlichkeit fiir die z,, welche ebenfalls p,, < «a erfiillen,

aber durch (3) charakterisiert werden. Dazu bemerken wir, dass

Pz, =D + Tn(er 7p7) <a

dquivalent zu
a—p-
Tn = pt—p—
ist. Da 7, ~ Unif(0,1), entspricht dies der Wahrscheinlichkeit fiir p,, < «. Und der Anteil

der z,, welche (3) erfiillen entspricht p™ — p~. Damit haben wir nun

P({p-, < a}N(3)|on) = (p* - p—)% —a—p.

Fiir die gesamte bedingte Wahrscheinlichkeit folgt
P(pz, < alon) =P((1)|on) + P({pz, < o} N (3)lon)
=p ta-p

=o.
Durch Marginalisieren erhalten wir

P(p., <) =E[P(p., <alon)] =Ele] = a.

O

Satz 1.18. (Vovk u. a. 2022, Proposition 2.4) Angenommen die Beobachtungen (21, ..., zp)

sind austauschbar verteilt. Dann ist jeder geglittete conformal prediktor I'® exakt valide.
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Beweis. Wir wissen nach Lemma 1.11, dass die conformity scores Ry, ..., R, austauschbar
sind. Daher konnen wir Lemma 1.17 anwenden und erhalten P(p,, < a) = « fiir alle a €
[0,1]. Wegen der Aquivalenz

2y €ET(21, .0, 2n_1) <= P, > Q.
folgt die Behauptung

P(z, € T%(z1,.. ., 20-1)) = P(p., > a)
=1-P(p., <a)

=1-a.
O

Bemerkung 1.19. Satz 1.18 ist eine Verallgemeinerung von Satz 1.9. Denn fiir die p-Werte
(1.4) und (1.7) gilt p,, < p., und es somit ist klar, dass {z, € Z : p,, > a} C{z, € Z:
P2, > a}. Daher folgt mit Satz 1.18

P(p,, >a) >Pp,, >a)=1—a.

Die obere Grenze fiir den conformal predictor in Satz 1.9 lésst sich sogar explizit bestim-
men. Dabei stellen wir fest, dass der Vorhersagebereich nicht viel konservativer wird als die

untere Grenze 1 — « vorgibt.

Proposition 1.20. (Lei u.a. 2018, Theorem 2.1) In der Situation von Satz 1.9 gilt, fir

fast sicher unterschiedliche nonconformity scores Ry, ..., R,, die obere Schranke
o 1
P(zn € I(21,. .., 2n-1)) < 1—oz—|—ﬁ.

Beweis. (vgl. Lei u. a. 2018, Proof of Theorem 2.1) Da die nonconformity scores Ry, ..., R,
nach Lemma 1.11, austauschbar sind und fast sicher unterschiedlich, ist der p-Wert p,
uniform verteilt auf {1/n,...,n/n}. Wenn y, € I'*(21,...,2,-1), dann ist R, unter den
[(1 — a)n] kleinsten Ry,..., R,. Wenn R(;) < --- < R, die nach Grofe geordneten non-
conformity scores sind (wir kénnen < annehmen, da die R; f.s. unterschiedlich sind), dann
gilt

Pz, € T%(21,. .., 2n-1)) = P(Rn < R([(1—a)n]+1))-

Wegen der Gleichverteilung, der nonconformity scores, folgt

((1—04)7ﬂ<(1—a)n+1: 1

P (Rn < R(j1-ayn]+1) < l—a+—.

n - n
O

Aus diesem Grund ist es hiufig ausreichend, den konservativ validen conformal predictor

zu wihlen. Dennoch kann es bei bestimmten Varianten von conformal prediction sinnvoll

sein, eine gegliattete Version zu verwenden, wenn die obere Schranke deutlich grofler wird
als in Proposition 1.20 (siche Abschnitt 3.2).

10
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2 Regression

2.1 Objekte und Kategorien

In diesem Abschnitt fiihren wir eine spezialisierte Version von conformal prediction ein
und orientieren uns an Fontana u.a. (2023), Kapitel 2.2. Dabei haben wir immer noch
Beobachtungen z1, z3, - - - € Z, jedoch besteht jede Beobachtung z; aus einem Objekt z; € X
und einer Kategorie (engl. label) y; € V. Es gilt somit

Wir bezeichnen X' als Objektraum und ) als Kategorienraum. Sei auflerdem X’ nicht leer

und Y soll mindestens zwei verschiedene Elemente enthalten.

Die grofite Verdnderung zu den bisherigen Voraussetzungen ist, dass nicht nur (z1,y1), ..., (Tn—1,Yn—1)
gegeben sind, sondern auch das Objekt z,. Damit miissen wir nur noch die Kategorie ¥,
vorhersagen. Die Menge in (1.5), welche bisher z,, vorhersagen sollte, bezieht sich nun nur

noch auf Werte aus ) und wir schreiben

Fa(xlayl,' . ';xnfl,ynflaxn) - {yn : (mnayn) S Fa(zlv' . wanl)}

(2.2)
= {yn ey: Plzp,yn) = a}'

Wir bemerken, dass dies nun eine Abbildung der Form
[:Z2" 1 x X x(0,1) =27

ist. Der Unterschied zu dem confidence predictor in Definition 1.1 besteht darin, dass wir
nun ein weiteres Argument x € X nutzen kénnen und auf eine Teilmenge von ) abbilden.
Allerdings ist der p-Wert weiterhin wie in (1.4) und das zugehérige nonconformity measure

wie in Definition 1.3.

Beispiel 2.1. Ein einfaches Beispiel fiir nonconformity scores, mit ) C R, ist

Ri = A(((@1,91); - (@nsyn)) s (20, 30)) = ‘Z;y

Wir sehen, dass es nur eine sehr geringe Anderung zu Beispiel 1.4 braucht, um einen pas-

senden nonconformity score im Fall von (2.1) zu erhalten.

Da (2.1) ein Spezialfall, der im vorherigen Kapitel betrachteten Beobachtungen ist, gelten
auch alle bisherigen Ergebnisse fiir diesen Fall.

2.2 Beispiel Ridge Regression

In Regressions Problemen ist ein typisches nonconformity measure

wobei A : Y2 — R ein Ma8, welches den Unterschied von zwei Kategorien misst, und f
eine Vorhersage-Funktion ist (vgl. Fontana u.a. 2023). Die Vorhersage von f basiert auf
dem Trainingsdatensatz (z1,...,2,_1). Die Funktion f(z) soll also den Schitzer § fiir die

Kategorie von = angeben. Wir werden uns insbesondere mit dem Fall beschéftigen, wenn

Ay, 9) = ly — 9| gilt.

11
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Wenn wir allerdings nun Regression auf conformal prediction anwenden wollen, tritt ein
Problem bei dem Bestimmen der Menge (2.2) auf. Denn es muss fiir jede mogliche Kategorie
y der p-Wert ermittelt werden, wie wir schon in Bemerkung 1.7 festgestellt haben. Im Fall
von Regression gibt es aber unendlich viele mégliche Werte fiir y, da ) = R gilt (vgl.
Fontana u. a. 2023). Wir miissen also einen Weg finden den Vorhersagebereich auf andere
Weise zu ermitteln. Eine relativ einfache Moglichkeit dafiir besteht zum Beispiel bei der
Ridge Regression. In diesem Fall konnen wir mittels eines Algorithmus ein explizites Intervall

berechnen, ohne unendlich viele Iterationen zu benétigen.

Wir betrachten nun den Fall von Ridge Regression, welcher einer der bekanntesten Al-
gorithmen fiir Regression ist. Dafiir nehmen wir an, dass X € R? und Y C R gelten. Das

lineare Modell, fiir den unbekannten Parametervektor 3 € RP, ist gegeben durch
Y=XB+e€ (2.4)

mit dem Vektor Y = (y1,...,%,)", der Matrix X = (x1,...,%,) € R" P und einem Zu-
fallsvektor € € R™ von u.i.v Zufallsvariablen. Die Designematrix X hat vollen Rang p (mit

p < n) und Zeilen x; € RP.

Bemerkung 2.2. Der Vektor 8 wird, in der Methode der Ridge Regression, als Minimierer
des Ausdrucks

p n
alb|>+[[Y =Xb|> =a) b+ (1 —x/b)>, beR”
i=1 i=1
geschétzt. Die konstante a > 0 wird auch als Ridge Parameter bezeichnet. Der Ridge-
Regressions-Schitzer (RRS) ist also gegeben als

BRE = argmin {a|[b||* + Y — Xb||?} . (2.5)
beRP

Fiir den Wert x ist die vorhergesagte Kategorie dann

R ~RR

fle)=g=2-8
Proposition 2.3. (vgl. Fontana w.a. 2023, S.10) Im linearen Modell aus (2.4) erhalten
wir als RRS BRR = (XTX + al,)"*XTY und somit als nonconformity score fiir die Ridge

Regression
Ri=lyi —x; (X X +al,)'XTY]. (2.6)

Beweis. Nach Saleh u. a. (2019) (Abschnitt 1.2) gilt, dass der eindeutige RRS gegeben ist
durch

B = (XX +al,) XTY.

Fiir den Wert x € AP ist die geschétzte Kategorie y nun

~RR

j=x'8 =x"(X'X+al,)'X'Y

12



Beispiel Ridge Regression

und fiir das nonconformity measure gilt folglich

R = A(yi, 93)
= |yi — 9l
= |yi — %] X'X +al,)'XTY].

O

Bemerkung 2.4. Die Methode der Kleinsten Quadrate ist ein Spezialfall der Ridge Regres-
sion, bei dem der Ridge Parameter a = 0 ist. Somit gilt fiir den Kleinste-Quadrate-Schétzer
BEQ = (XTX)"'XTY und daher

Ri =y —x] (XTX)"1XTY]|.

Mit den nonconformity scores kénnen wir nun den entsprechenden p-Wert ermitteln,
womit wir dann den conformal predictor I'® bestimmen kénnen. Nun wird allerdings die
am Anfang bereits erwidhnte Problematik deutlich, dass ) unendlich viele Elemente enthélt.
Denn nach unserer Definition des Vorhersagebereichs miissen wir den p-Wert fiir jedes y
berechnen, um zu entscheiden, ob wir es zu der Menge I'* hinzufiigen. Dies ist aber wegen
der Unendlichkeit von ) = R nicht moglich.

Es gibt dennoch einen machbaren Weg den gesuchten Vorhersagebereich zu bestimmen,
indem wir den p-Wert umschreiben und durch Abschiitzen ein Intervall bestimmen, welches
mindestens 100 - (1 — @)% der Trainingsdaten enthilt. Allerdings werden wir dafiir eine
Abwandlung der nonconformity scores nutzen, um eine Losung ohne Fallunterscheidung zu
finden. Daher werden wir R; = y; —1; als nonconformity score fiir den Rest dieses Abschnittes
festlegen. Einen noch effizienteren Algorithmus fiir den nonconformity score R; = |y; — ;|
werden wir in Abschnitt 2.3 kennenlernen.

Fiir das weitere Vorgehen, welches auf dem von Vovk u.a. (2022), Kapitel 2.53.2 basiert,

benétigen wir noch folgende Definitionen.

Definition 2.5. Wir bezeichnen die Matrix
H=XX'x)"xT

als die Hut-Matriz, da diese die Werte y; in die Form ¢; transformiert. Die Werte g; werden
auch als angepasste Werte bezeichnet. Den Vektor der angepassten Werte kénnen wir dann
schreiben als

Y = (41,..-,0) = HY.

Den Vektor der nonconformity scores, R; = y; —9;, konnen wir daher wie folgt darstellen:
(Ri,....,R,) =Y -Y=Y—-HY =(I,—H)Y.
Definition 2.6. (Vovk u.a. 2022, S. 39) Seien

A= (In - H)(ylw-'?ynflao)—r
B:= (I, — H)(0,...,0,1)"

13
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Vektoren A = (ai,...,a,)" € R® und B = (by,...,b,)" € R™. Dann gilt
(I, -H)Y =A+y,B
und wir definieren die Menge
Si ={yn t ai + biyn = an + bayn}. (2.7)

Bemerkung 2.7. Es wird sofort deutlich, dass wir die Menge (2.7) ebenfalls schreiben
konnen als S; = {y, : R; > R,}. Denn fiir die nonnconformity scores gilt R; = a; + b;jyn,

firalle:i=1,...,n.

Somit folgt fiir den p-Wert nach Definition 1.6,

CHi=1...n:R; > Ru}|  {i=1,...,n:y, €S}

- - (2.8)

Dy.,

Mit diesen Voraussetzungen kénnen wir nun ein explizites Intervall berechnen, welches

mindestens 100 - (1 — @)% der n Kategorien y1, ..., y, iiberdeckt.

Proposition 2.8. Es seien die folgenden Annahmen gegeben:
(A1) Die Zufallsobjekte x; € RP, i =1,2,... sind u.i.v..
(A2) Die Zweitmomentmatriz E(x1x]) von X1 existiert und ist invertierbar.
(A3) Der Vektor 8 € RP ist unabhingig von Xi1,Xa, . ...
(A4) Die Kategorien yi,ys,... werden erzeugt durch y; = - x; + ¢;, wobei ¢; Gauss’sche
Storgrifen sind mit Verteilung N'(0,02), die untereinander unabhingig sind sowie unabhingig
von den Objekten x; und von (.
Dann ist fiir hinreichend grofie n der beidseitige conformal predictor fiir die Ridge Re-

gression, mit nonconformity score R; = a; + b;yn, gegeben durch das Intervall

L% = [t (a/2)n))> t(T(1=a/2)n))];

wobei t; = C;;__C;: und t(|(a/2)n))s L([(1—a/2)n]) den, nach Grifie geordneten t;, t(1y < -+ <
t(n—1) entsprechen.

Beweis. (vgl. Vovk u. a. 2022, S. 40-41) Durch die Annahmen (A1)-(A4) folgt mit Lemma
2.9 und 2.10, dass wir fiir hinreichend grofle n, b,, > b; fiir alle i < n fast sicher annehmen

koénnen. Wir konnen dann die Ungleichung in (2.7) umschreiben zu

a; — Gp

bn_bi

Yn <

und erhalten somit die Menge

Si = (—oo,ti], mit ti =

firi=1,...,n—1und S, = R. Es folgt somit fiir den p-Wert aus (2.8)

li=1,...,n—1:t; > yu| +1

Dy, = " s

wobei wir beachten, dass t,, nicht definiert ist. Seien nun ¢(1) <,..., <,#(,,_1) die nach Groéie

14
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geordneten t;, dann gilt fiir den rechtsseitigen conformal predictor

I = (=00, t(r(1—a)yn)))-

Dieses Intervall enthélt die kleinsten [(1 — a)n] Werte von (¢1, ..., t,). Analog folgt fiir den
linksseitigen conformal predictor

FEX = [ttanj Y OO),

welcher das Intervall ist, das die grofiten n— |an|+1 = [n—an] +1 = [(1 —«a)n] Werte von
(t1,...,tn) enthélt. Wir bemerken, dass wenn es Werte ¢; = t; mit ¢ # j gibt, die Intervalle
I'® und I'f* mehr als [(1 — a)n] Elemente aus (t1,...,t,) enthalten kénnen.

Um nun einen beidseitigen conformal predictor zu erhalten kombinieren wir die beiden ein-

seitigen Intervalle. Damit gilt

a _ ma/2 a/2 _
T =T22 NI = [t (a/2m))s HTA—a/2n])]

O

Damit wir die Aussage so beweisen konnten, mussten wir annehmen, dass b,, > b; gilt fiir
1 < n. Wie die folgenden zwei Lemmata zeigen ist diese Aussage wahr, allerdings gilt dies
nur fiir grofie n. Die Beweise basieren dabei auf Vovk w.a. (2022), werden hier allerdings

zum besseren Verstdndnis deutlich kleinschrittiger présentiert.
Lemma 2.9. (Vovk u.a. 2022, Lemma 2.16) Angenommen wir haben

n—1

(e %) < 3 (e xi)? +allel, (2.9
i=1
fiir jedes ¢ € RP \ {0}, wobei || - || fiir die euklidische Norm steht und ¢ -x das Skalarprodukt

von ¢ und x bezeichnet. Dann ist b, > b; fir allei=1,...,n—1.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zuerst fiir den Fall a = 0. In diesem Fall ist die Hut-Matrix
H die Projektionsmatrix auf den Spaltenraum von X. Diesen bezeichnen wir im weiteren mit
C C R™. Und somit ist I,, — H die Projektionsmatrix auf das orthogonale Komplement C*
von C. Damit ist B = (by,...,b,)" = (I, — H)e, mit e, = (0,...,0,1) T eine Projektion auf
Ct. Die Hyperebene R"~! x {0} hat Normalenvektor e,,, da dieser offensichtlich senkrecht
auf der Hyperebene steht. Somit entspricht der Winkel 6 von C und R"~! x {0} dem Winkel
90° — 3, wobei 8 der Winkel zwischen b und e, ist. Es folgt somit

b-e, by,
cos(f) = —77"— = -,
)= Bl Teall = To

Angenommen es gilt b, < b; fiir i < n. Dann folgt

bn, by, by, 1
n _ < -
ol /Y b2 T VbV

und somit

s () 2 ) 2 ) -
= arccos | —— =~ arccos | —— =~ arccos | — = .
161l vn V2

Den Winkel 8 kénnen wir daher mit § abschétzen als § = 90° — g < 45°.
Es gilt also b, < b; nur wenn der Winkel zwischen C* und der Hyperebene R"~! x {0}

maximal 45° ist. Dies ist dquivalent zu der Aussage, dass der Winkel zwischen C und der
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Hyperebene R"~! x {0} mindestens 45° betrigt. Das wiirde bedeuten, dass fiir ein Element
v=(cX1,...,c-X,) €C,mit c-x,, = 1, folgen miisste, dass der iibrige Vektor (c¢-x1,...,c-

Xp—1) eine Liange von maximal 1 hat. In dem Fall ist jedoch

n—1

(c-x)2=1>|(c-%x1,...,¢-%Xp1)| = Z(c-xi)Q.
i=1

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung (2.9) und es folgt b,, > b;.
Es folgt nun direkt, dass das Lemma auch fiir a > 0 gilt, da wir diesen Fall sehr einfach
auf den Fall mit ¢ = 0 reduzieren kénnen. Sei also a > 0. Dann erweitern wir die gegebene
Designe-Matrix X € R™"*? mit den p Dummy-Objekten /ae; € RP, i = 1,...,p, welche alle
Kategorie (bzw. lable) 0 haben.

O

Lemma 2.10. (Vovk u.a. 2022, Lemma 2.17) Der Fall b, < b; fir i < n ist fast sicher
ausgeschlossen fiir hinreichend grofle n unter den Annahmen (A1)-(A4).

Beweis. Wir zeigen, dass (2.9) ab einem bestimmten n gilt. Wir setzen, ohne Beschrinkung

der Allgemeinheit, a := 0. Sei
!
1
X = 7 ;xixj.

Dann gilt wegen dem starken Gesetz der groflien Zahlen llz'm ¥ =% f.s. und es folgt die
— 00

Konvergenz der kleinsten Eigenwerte
|>\m1n(2l) - Amzn(zﬂ > 0 f~5'7
l—o0

wobei A\yin(+) der kleinste Eigenwert einer Matrix ist. Daher existiert fast sicher ein ny € N,
so dass fiir alle | > ny )

Da auBerdem gilt ||x,||?/n — 0 f.s. fiir n — oo, wegen (A1) und (A2), existiert auch ein
ng € N fiir das alle n > ng die Ungleichung

2
. 1
lenl® Lyin(®)

[\)

n—1
erfiilllen. Damit erhalten wir die Abschétzung

n—1

1
n—1 D (e-xi)? =c"Snae
=1

> )‘Ww'n(znfl)HC”2

> S min(S) e

lel2xa
n—1

> (c-xn)?

22— (Cauchy—Schwarz-Ungleichung),

welche fiir ¢ # 0 und n > max(ny,ns) gilt. O

Proposition 2.8 garantiert ein robustes Pradiktionsintervall und liefert unter den Vor-

aussetzungen (Al)-(A4) immer ein valides Ergebnis. Allerdings sind dies sehr starke Vor-
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aussetzungen und der grofle Vorteil von conformal prediction war bisher, dass wir mit der
Austauschbarkeit nur sehr geringe Voraussetzungen benoétigt haben. Somit ist das Intervall
aus Proposition 2.8, eine gute Losung wenn die Bedingungen gegeben sind, aber nicht so
allgemein giiltig, wie es fiir uns wiinschenswert wire. Aus diesem Grund haben wir diesen
Ansatz nur beispielhaft fiir die Ridge Regression betrachtet und keinen allgemeinen Ansatz
gewihlt. Ein weiteres Problem, welches grundsétzlich bei conformal prediction auftritt, ist
der hohe Rechenaufwand (vgl. Bemerkung 1.7). Wie wir im folgenden Abschnitt sehen wer-
den gibt es eine effizientere Methode, um ein valides Intervall zu konstruieren. Zudem sind

wir nicht auf so starke Voraussetzungen angewiesen wie es bei Proposition 2.8 der Fall ist.

2.3 Split conformal predictor

Wie wir nun erkannt haben, ist conformal prediction ein sehr rechenaufwendiges Verfah-
ren. Daher ist es von groflem Interesse moglichst viel Rechenaufwand einzusparen, ohne an
Genauigkeit zu verlieren. Eine schnellere Methode, die das wiederholte Trainieren der Re-
gressionsfunktion vermeidet, wird als split conformal prediction (oder auch als inductive con-
formal prediction) bezeichnet und wurde erstmalig von Papadopoulos u. a. (2002) erwihnt.
Wir orientieren uns bei dieser Einfiihrung an Algorithm 2 von Chernozhukov u. a. (2021) und
Algorithm 2 von Lei u. a. (2018). Dalfiir teilen wir den Datensatz D = {z1,...,2,—1} in zwei
Datensétze Dy = {21 ..., 2} und Dy = {zg41,- .., 2n—1} auf (wie bisher kénnen Elemente in
diesen Mengen mehrfach vorkommen). Da die Daten, nach Annahme, austauschbar verteilt
sein sollten, spielt es keine Rolle welche Daten wir fiir die Regressionsfunktion verwenden.

Nun kénnen wir die Regressionsfunktion fo basierend auf D; bestimmen.

Beispiel 2.11. Fiir die lineare Regression wére die Regressionsfunktion dann
folw) =2Tpp? = a7 (X[ X)) XY,

wobei Xy = (21,...,2;) " und Y = (y1,...,y%)" nur auf D; basieren und nicht versindert

werden.

Fiir den Datensatz Dy berechnen wir nun die nonconformity scores (fiir R; = |y; — 9i])

mit der festen Funktion fo, welche nur durch Dy bestimmt ist,

Riyj = |yrrj — f0($k+j)\7 j=1,...,n—(k+1).

Mit den nonconformity scores Ry1,..., R,—1 kénnen wir nun das empirische (1 — «)-

Quantil dieser Werte bestimmen, welches wir hier mit ¢; _, bezeichnen.

Bemerkung 2.12. Fiir eine nach Griéfle geordnete Stichprobe x1, ..., x, ist das empirische
p-Quantil, fiir p € (0,1) definiert durch

5(@np + Tnpt1) wenn np € N

Gp = .
Tnp) wenn np ¢ N
Dann ist g1, gréBer oder gleich als [(n—k)(1—«)] der nonconformity scores Ry41, ..., Ry.
Wenn nun zg41, ..., 2, austauschbar verteilt sind, gilt unabhéngig von gegebenen z1, ..., 2k,

P(Rn < q1—a) >1-aqa,
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nach Definition des Quantils (siche auch Definition 3.2) und im Fall von R, = |y, — fo(y)]
folgt

Rn S dl—a < ‘yn - fAO(mn)| S d1—o
<~ —(Q1-« S Yn — fO(xn) S q1—

11—«
— fO(xn) —(q1—« S Yn S fO(xn) + qd1—«-

Das Konfidenzintervall fiir y,, zum Niveau 1 — « ist damit

[fo(xn) £ q1-a]- (2.10)

Fiir eine genauere Betrachtung siehe Abschnitt 3.4. Dort wird in Proposition 3.17 formal

bewiesen, dass (2.10) ein valider Vorhersagebereich ist.

Der Vorteil dieses Intervalls ist offensichtlich. Wir kénnen nun sehr einfach einen Vorher-
sagebereich fiir jedes weitere y,,4+; mit j € N bestimmen, indem wir nur o (®n+;) neu berech-
nen, wobei fo bereits gegeben ist und wir weiterhin das Quantil ¢;_, der Ryg41,...,Ry—1
nutzen. Auflerdem miissen wir nur die Austauschbarkeit der Daten und die Unabhéngigkeit
der beiden aufgeteilten Datensiitze voraussetzen und keine weiteren Annahmen an die ge-
naue Verteilung der Daten stellen. Der Nachteil diese Verfahrens ist, dass wir die neuen
Daten nicht nutzen, um moglicherweise genauere Ergebnisse, durch einen gréfleren Daten-
satz zu erhalten.

Im n#chsten Kapitel werden wir weiter mit Quantilen arbeiten und diese fiir einen neuen
Ansatz nutzen, um den p-Wert zu ersetzen. Auflerdem werden wir, am Ende des Kapitels,
wieder auf den split conformal predictor zu sprechen kommen, allerdings im Zusammenhang

mit covariate shift.
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3 Gewichtete conformal prediction

Bemerkung 3.1. Zur einfacheren Notation schreiben wir in diesem Kapitel fiir den Vor-
hersagebereich

TT1, Y1y oy Tty Yn—1, Tn) = L (2p).

3.1 Conformal prediction iiber Quantile

Wir wollen nun einen anderen Zugang zu conformal prediction betrachten. Dieser ist durch-
aus dhnlich zu der Variante in Kapitel 1, allerdings wollen wir nun mit Quantilen arbeiten

und nutzen dafiir die allgemeine Definition des Quantils.

Definition 3.2. Das § Quantil der Verteilung F, fiir Z ~ F, ist definiert als
Quantil(g; F) = inf{z e R: P(Z < z) > §}.

Bemerkung 3.3. Im folgenden werden wir erlauben, dass Verteilungsfunktionen F' auf RU
{o0} definiert sind. Aufierdem schreiben wir fiir Zufallsvariablen Ry, ..., R, als Abkiirzung
Ry, ={R1,..., Ry}, wobei dies die Menge der ungeordneten R; ist. Wir fassen Ry., dabei
nicht als klassische Menge auf, da es Werte auch doppelt enthalten soll, wenn R; = R;
fiir ¢ # j gilt. Fiir das Quantil der empirischen Verteilung der Zufallsvariablen Ry,..., R,

schreiben wir

Quantil(f8; R1.,) = Quantil (B, % Z 5qu> ,
i=1

wobei g, die Punktmasse von R; bezeichnet (also die Dirac-Verteilung). Wir werden in

diesem Zusammenhang den Ausdruck R;.,—1 U {oco} nutzen, welcher die Verteilung

n—1
1 1
LSRR
n
1=1
bezeichnet.
Im Fall von conformal prediction werden fiir die Zufallsvariablen Rq,..., R,, wieder die

nonconformity scores verwendet.

Zum besseren Verstdndnis werden wir direkt beweisen, dass wir mithilfe von Quantilen
einen Vorhersagebereich erhalten konnen, der konservativ valide ist. Wie sich allerdings
herausstellen wird, ist dieser dquivalent zu der Menge (2.2), welchen wir mittels des p-Wertes
ermittelt haben. Aulerdem werden wir die Beweisstruktur der folgenden Beweise nutzen,
um #hnlich dazu einen gewichteten conformal predictor zu ermitteln und zu beweisen. Dafiir

ist das folgende Lemma ein zentraler Bestandteil.

Lemma 3.4. (Tibshirani u. a. 2019, Lemma 1) Seien Ry, ..., R, austauschbare Zufallsva-
riablen. Dann gilt fiir jedes 8 € (0,1), dass

P(Rn < Quantil(8; Ry.n—1 U {oo})) > B.

Beweis. Fiir den Beweis benotigen wir zuerst eine niitzliche Eigenschaft von Quantilen von
diskreten Verteilungsfunktionen F' mit Tréiger aq,...,a, € R. Sei ¢ = Quantile(S; F'), dann

konnen wir alle a; > ¢ austauschen durch Werte, die ebenfalls strikt grofler als ¢ sind, und
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Conformal prediction iiber Quantile

erhalten eine neue Verteilungsfunktion F'. Fiir das 8 Quantil dieser neuen Funktion gilt dann
Quantil(8; F) = Quantil(8; F).
Daraus folgt
R, > Quantil(8; Ry.p—1 U {o0}) <= R, > Quantil(5; R1.,),

da wir wegen oo > R,, > Quantil(8; Ry.,), den Wert R,, durch oo ersetzen kénnen. Die

Aquivalenz kénnen wir nun einfach umschreiben zu
R, < Quantil(8; Ry.p,—1 U{o0}) <= R, < Quantil(8; R1.,). (3.1)

Nach der Definition des Quantils ist Quantil(8; Ry.,) grofler als [Bn] der R;, i = 1,...,n.
Damit gilt

R, < Quantil(8; R1.,) <= R, ist unter den [An] kleinsten Werten von Ry, ..., R,.

(3.2)
Wegen der Austauschbarkeit der Ry, ..., R, folgt fiir die Wahrscheinlichkeit
P(R, ist unter den [Bn] kleinsten Ry,...,R,) > @ > A

und damit folgt die Behauptung. O

Mit diesem Lemma kénnen wir nun beweisen, dass die Menge der y, € R, welche
R, < Quantil(l — a; Ry.p—1 U {o0})

erfiillen, konservativ valide ist. Damit haben wir eine M6glichkeit gefunden conformal pre-

diction iiber Quantile einzufiihren.

Satz 3.5. (Tibshirani u.a. 2019, Theorem 1) Angenommen Z; = (X;,Y;) € RIx R, i =
1,...,n sind austauschbar verteilt. Fir o € (0,1) und nonconformity scores R;, i =1,...,n,

wie in (1.3) ist der Vorhersagebereich, fiir x,, € R?, definiert als
% (z,) = {yn € R: R, < Quantil(1 — o; Ry, U {o0})}. (3.3)
Dann erfillt ff{ die Bedingung
P (Yn € f;;(Xn)) >1-a
Beweis. Es ist klar, dass gilt

P (Yn c fg(Xn)) = P(R,, < Quantil(l — a; Ry U {o0})).

Da Zi,...,Z, austauschbar sind, folgt mit Lemma 1.11, dass die nonconformity scores
Ry, ..., R, ebenfalls austauschbar sind. Nun kénnen wir Lemma 3.4 anwenden und es folgt
direkt die Behauptung. O

Dieser Satz erscheint sehr dhnlich zu Satz 1.9, welcher unsere erste wichtige Aussage iiber

conformal prediction darstellt. Aus diesem Grund interessiert es uns, inwiefern diese Sétze
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zusammenhéngen.

Bemerkung 3.6. Zur Vereinfachung nehmen wir wieder an, dass Ry,..., R, fast sicher

unterschiedlich sind.

Fall 1: an € N.
Mit (3.1) und (3.2) folgt die Aquivalenz

R, < Quantil(l — a; Ry.,—1 U {o0}) <= R, ist unter den (1 — a)n kleinsten Ry,..., R,.
Fiir den in (2.2) definierten Vorhersagebereich,

Io(zn) = {yn € R: P(zn,yn) = o}

mit
Hi=1,...,n:R; > R,}|
D@nyn) = n
gelten dann die Aquivalenzen
an
p(xnvyn) > o = p(xnvyn) > 7
— |{i=1,...,n:R; > Ry} >an

<= Es gibt mindestens an + 1 der R;s, die grofler oder gleich sind als R,

<= R, ist unter den (1 — a)n kleinsten Ry, ..., R,.

Und somit folgt die Gleichheit der beiden Mengen

{yn €ER: Pz, 4oy > a} = {yn € R: R, < Quantil(l — o; Ry;p—1 U {o0}) }.

Fall 2: an ¢ N.
Wir werden analog zum 1. Fall vorgehen, wobei wir nun Gaulklammern verwenden miissen.

Daher gelten die Aquivalenzen
R, < Quantil(l —a; Ry.p—1 U{o0}) <= R, ist unter den [(1 — a)n]| kleinsten Ry,..., R,

und

an

D(@nyn) = ¥ = Pan,yn) = n

— |{i=1,....,n:R; > R,}| > an
<= Es gibt mindestens |an| + 1 der R;s, die groBer oder gleich sind als R,
<= R, ist unter den [(1 — a)n] + 1 kleinsten Ry,..., R,.

Wobei die letzte Aquivalenz sich aus folgender Gleichung ergibt
n—|lan|=n+|—an]+1=[1—-a)n] + 1.

Wegen | (1 —a)n| + 1= [(1 — a)n] folgt dann ebenfalls die Gleichheit der Mengen.

Somit ist Satz 3.5 eine andere Variante von Satz 1.9.
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3.2 Gewichteter conformal predictor

Nun wollen wir einen gewichteten conformal predictor konstruieren. Dieser soll &hnlich zu
Satz 3.5 sein, weshalb wir fiir den Beweis eine gewichtete Version von Lemma 3.4 benétigen.
Um dies zu erreichen, priasentieren wir zunéchst einen alternativen Beweis von Lemma 3.4.
Diese Beweisstruktur wird uns helfen, mit der selben Strategie, die gewichtete Version des

Lemmas zu zeigen.

Alternativer Beweis von Lemma 3.4. (vgl. Tibshirani u. a. 2019): Zur Vereinfachung neh-
men wir an, dass die Zufallsvariablen Ry,..., R, fast sicher verschieden sind. Sei E, das
Ereignis {Ry,..., Ry} = {r1,...,mn}. Damit ist gemeint, dass wir alle moglichen Reali-
sierungen der Zufallsvariable R; kennen, aber nicht wissen welche konkret fiir R; zutrifft.
AuBlerdem sei f die Dichtefunktion der gemeinsamen Verteilung von Ry, ..., R,. Wegen der

Austauschbarkeit gilt dann fiir jede Permutation « tiber 1,...,n
flre, o) = f(reqys - Tr))-
Fiir jedes ¢ = 1,...,n gilt fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit

o E{ﬂ':ﬂ'(’ﬂ):i} f(rﬂ'(l)a ey Tﬂ'(n))

P(R, =ri|E,) =

ZT{ f(rﬂ'(l)7 e 7rﬂ(n))

_ Z{ﬂ':ﬂ'(’ﬂ):i} f(Tl’ te 77””1)
Yo flr,. )

(n—1)!

ol

_1

n

Somit ist R,|E, uniform auf {ry,...,r,} verteilt, also

1
Rn|E7‘ ~ g ;6%‘7

und es folgt mit der Definition 3.2 des Quantils

P (Rn < Quantil (5; % Zé) E) > 8.
=1

Das Ereignis E, besagt {R1,...,Rp} = {r1,...,rs}, daher gilt auch

P (Rn < Quantil (5; % Z(s&) E) > .
=1

Da dies wahr ist, fiir alle r, kénnen wir marginalisieren und erhalten

P (Rn < Quantil <ﬁ; % Z6Ri>> =E [P (Rn < Quantil <ﬁ; % ZéRi>

i=1 i=1
> E[5]
= B.
Wegen (3.1) ist das dquivalent zu der Behauptung im Lemma. O
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Gewichteter conformal predictor

Wie auch in diesem Lemma ist Austauschbarkeit die wichtigste Voraussetzung fiir confor-
mal prediction. Diese Voraussetzung miissen wir im gewichteten Fall weiter verallgemeinern.
Das ist auch der Grund warum wir den Beweis von Lemma 3.4 auf andere Weise aufgeschrie-
ben haben. In diesem alternativen Beweis nutzen wir die Austauschbarkeit nur bei der Dichte
Funktion, um die bedingte Wahrscheinlichkeit zu bestimmen. Dieses Vorgehen wollen wir

genau so wieder nutzen, mit der sogenannten gewichteten Austauschbarkeit.

Definition 3.7. (Tibshirani u. a. 2019, Definition 1) Zufallsvariablen Zy,...,Z, sind ge-
wichtet austauschbar mit Gewichtsfunktionen ws, ..., w,, wenn die Dichte f der Verteilung

geschrieben werden kann als

fz1,.020) = le(zz) ~g(21, -5 20),

=1

wobei g eine Funktion mit der Eigenschaft

g(zla EREE) Zn) = g(ZTr(l)a s )Zﬂ(n))
ist, fiir jede Permutation 7 auf 1,...,n. Die Dichte f sei die Radon-Nikodym Ableitung
beziiglich eines beliebigen Basis-Mafles.

Ein Beispiel, fiir gewichtet austauschbar verteilte Zufallsvariablen, ist durch das folgende

Lemma gegeben. Dieses wird im Fall von covariate shift nochmals aufgreifen.

Lemma 3.8. (Tibshirani u.a. 2019, Lemma 2) Seien Z; ~ P;, i = 1,...,n unabhdngige
Zufallsvariablen, wobei P;, fiir i > 2, absolut stetig beziiglich Py ist. Dann sind Z1,...,Z,

gewichtet austauschbar verteilt mit Gewichtsfunktionen wy = 1 und w; = dP;/dPy, i > 2.

Beweis. Die Unabhéngigkeit der Z; impliziert

[z, z) = Hfi(zi)7
i=1

wobei f; die Dichte von P;, bzgl. eines Mafles u, ist. Wegen P; < Pp, ¢ > 2, existieren die
Radon-Nikodym-Dichten

dp; .
w;(z) = P, (2), i >2.
Da auflerdem wy = 1, gilt fir allei =1,...,n

fi(z) = wi(2) - f1(2)

und wir konnen die gemeinsame Dichte schreiben als

FGrmm) = [JwiCz) - fi(z) = [Jwilz) - ][] (20
i=1 i=1

i=1

Um Definition 3.7 zu erfiillen, setzen wir also
9<Zla e 7Zn) = Hfl(zl>7

wobei diese Funktion, aufgrund der Multiplikation, offensichtlich die Symmetrieeigenschaft

von g erfiillt. O
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Bemerkung 3.9. Die bisherige Definition von Austauschbarkeit nach Definition 6.1 ent-
spricht gerade der gewichteten Austauschbarkeit, wenn fiir alle i = 1,...,n die Gewichts-

funktionen w; = 1 erfiillen.

Nun kommen wir allerdings zu der gewichteten Version von Lemma 3.4, welche das

zentrale Element im Beweis fiir einen gewichteten conformal predictor ist.

Lemma 3.10. (Tibshirani u. a. 2019, Lemma 3) Seien Z1,...,Z, gewichtet austauschbare
Zufallsvariablen mit Gewichtsfunktionen wy, ..., wy. Sei Ry = A(Zy1,...,2Z,) ", Z;), firi=

1,...,n, und A ein beliebiges nonconformity measure. Definiere

_ Z{ﬂ:ﬂ(n):i} H?:l Wi (zﬂ'(ﬂ)>

P (21, oy 2n) 5 vi=1,...,n, (3.4)
> Hj:l w; (2n(j))
wobei tber die Permutationen w, der Zahlen 1,...,n, summiert wird. Dann gilt fir jedes
pe(0,1)
n—1
P (Rn < Quantil (5; SC P (Zrse s 2o, + 92 (2 zn>6m>> > 8.
i=1
Beweis. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die nonconformity scores Ry, ..., R, fast

sicher eindeutig sind. Sei E, das Ereignis {Z1,...,Z,} = {21,...,2,} und r; = A(21.p, 2;)-
AuBlerdem sei f die Dichtefunktion der gemeinsamen Verteilung der Z1,..., Z,. Dann gilt
fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit aller : = 1,...,n,

: =1 Zr yoo s Zm(n
P(R, = 1;|E.) = P(Z, = %|E.) = Z{Wg")f—(’} fen) )
xd Br@)y, - Zﬂ'(n))

Wegen der gewichteten Austauschbarkeit von 7y, ..., Z, folgt

Z{mﬂ(n):i} fGr)s s 2n(n)) _ Z{mw(n):u H?:l Wi (2r () 9(2x(1)s - - 5 Zn(n))

Zn f(Zw(l)v ) fW(n)) ZW H?:1 wj(Zﬂ(j)) . g(zﬁ(l), RN zﬂ(n))
. Z{Tr:ﬂ'(n)ZI} H?:1 wj(ZTr(j)) “g(21,-- -, 2n)
ZTI’ H?:l wj(zﬂ'(j)) 'g(zlv"'azn) (35)

_ Z{Tﬂﬂ'(n):l} H?:l wj(zﬂ(j))
Zﬂ H;’l:l wJ(Zﬂ'(]))

=p (21, 2n)-

Wir kénnen also iiber die bedingte Verteilung sagen

n
R,|E, ~ Zp;ﬂ(zl, ey Zn )0,
i=1
Diese Verteilung impliziert die Aussage

P (Rn < Quantil (B; prj(zl, ce Zn)5Ti>

i=1

EZ) 2/87

und weil das Ereignis F, besagt, dass {Z1,...,Z,} = {#1,..., 2}, folgt auch R; = r;, und
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obiges ist dquivalent zu

P (Rn < Quantil (ﬂ; ZP;U(ZM ceey Z’ﬂ)(sRi>

i=1

Da das vorherige Argument fiir alle z wahr ist, und somit auch fiir alle r, kénnen wir

marginalisieren und erhalten

P (Rn < Quantil (ﬂ;ip;”(Zl, cee Zn)(SRi)) > 8.

i=1

Dies ist dquivalent zu der Aussage, die wir zeigen wollten, da nach (3.1):
R, < Quantil(B; Ry.(n—1) U {o0}) & R, < Quantil(8; Ri.y,).

O

Bemerkung 3.11. Der Unterschied zum alternativen Beweis von Lemma 3.4 ist, dass
wir durch die Definition der gewichteten Austauschbarkeit in der Gleichung (3.5) nur noch
das Verhéltnis der Gewichtsfunktionen betrachten und damit fiir jedes r; eine individuelle
Gewichtung pi(#1, ..., z,) erhalten. Wenn nur Austauschbarkeit gegeben ist ergibt sich bei
dieser Rechnung, allgemein fiir alle r;, das Gewicht 1/n, da die Gewichte dann immer w; = 1

erfiillen und es somit nur auf die Anzahl der Summanden ankommt.

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun eine allgemeine Aussage fiir gewichtet aus-

tauschbare Zufallsvariablen treffen und erhalten damit einen gewichteten Vorhersagebereich.

Satz 3.12. (Tibshirani u.a. 2019, Theorem 2) Angenommen Z; = (X;,Y;) € R? x R,i =
1,...,n ist gewichtet austauschbar mit Gewichitsfunktion wy, ..., w,. Fir jedes nonconfor-

mity measure A, und jedes o € (0,1), sei der gewichtete Conformal Predictor an einem
Punkt x,, € R? definiert durch

n—1

Fz(xn) = {y eR: Rn < Quantzl (1 — Qg Zp;“(Zl, ceey Zn—la (xnayn))(SRv +pg(Zl, e '7Zn—17 (xn,yn))5m> } ;

=1

wobei R;, i =1,...,n wie in Definition 1.3 (ggf. ohne i-ten Wert) und p¥,i =1,...,n wie
n (3.4). Dann erfillt T¢
P(Yn € I‘ﬁ(Xn)) >1l—-«

Beweis. Es gilt die Aquivalenz

n—1

Y, € T%(X,) © R, < Quantil (1 — ;Y PP Zy,. . Zn)or, + DY (20, Zn)5w> :

i=1

wegen der Definition des Vorhersagebereiches I'% (x,,). Mit Lemma 3.10 folgt dann direkt die
Aussage. O

Wie Hore und Barber (2025) (Appendixz B) betonen, ist es fiir die gewichtete Variante
ebenfalls moglich einen geglétteten conformal predictor zu erhalten, wie es in Satz 1.18
der Fall ist, und kann {iber eine Randomisierung des Quantils erreicht werden. Dies ist
fiir den gewichteten Fall aus dem Grund deutlich relevanter, da die Wahrscheinlichkeit des

ungewichteten conformal predictors durch 1 — « 4+ 1/n nach oben beschrinkt ist (siehe
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Proposition 1.20), wihrend beim gewichteten conformal predictor die obere Schranke durch

das grofite Gewicht bestimmt ist, welches deutlich grofier seien kann, als 1/n.

3.3 Covariate shift

In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem Fall auseinandersetzen, wenn die Kovariablen der
Trainingsdaten und der Testdaten unterschiedlichen Verteilungen folgen. Dieses Ereignis tritt
in der Realitét ofter auf und wird als covariate shift bezeichnet. Mathematisch formulieren
Tibshirani u. a. (2019) dies wie folgt.

Definition 3.13. Wir sprechen von covariate shift, im Bezug auf die Daten (X;,Y;),i =

1,...,n, wenn die Trainings- und Testdaten wie folgt verteilt sind:

u.t.v.

(XI,Y;) ~ P:PXXPy‘X, 1=1,....,n—1,

. (3.6)
(Xn,Yn) ~ P = Px x Py|x, unabhingig.

Bemerkung 3.14. Es ist wichtig zu beachten, dass die Daten nicht mehr allgemein aus-
tauschbar verteilt sind, wie es bisher meistens vorausgesetzt wurde. Das ist bereits daran
zu erkennen, dass (X,,Y,) nicht identisch zu den anderen (X;,Y;) verteilt ist. Allerdings
geniigt es, dass die Daten unabhéngig verteilt sind, da dies bereits gewichtete Austausch-
barkeit impliziert. Daher benétigen wir diese allgemeinere Version der Austauschbarkeit, um
iiberhaupt mit Daten der Form (3.6) arbeiten zu kénnen. Wir werden sehen, dass Lemma

3.8 die gewichtete Austauschbarkeit dieser Daten garantiert.

Die einzige weitere Voraussetzung, die wir bendtigen, um einen Vorhersagebereich zu

konstruieren, ist die Likelihood-Ratio y

dPx

dDy
Damit kénnen wir die nonconformity scores R;, proportional zur Likelihood-Ratio der Ver-
teilungen unserer Trainingsdaten Px und unserer Testdaten Py, gewichten. Es gilt dann fiir
die Gewichtsfunktion w von X ~

_ dPx(X;)

w(X;) = APy (X:)’

Wir werden im folgenden die gewichtete empirische Verteilung

n—1
S P (@)dn, + P (€)dn
i=1

betrachten, wobei die Gewichte p’ fiir i = 1,...,n — 1 und p sich als
Di (I) = n—1 )
Zj:l w(X;) + w(z) (3.7)
w w(x) '
Dn (:17) = n—1

Zj:l w(X;) + w(z) ,

ergeben, wie aus dem Beweis des folgenden Korollars klar wird. Durch diese Gewichtung
konnen wir nun einen Vorhersagebereich unter covariate shift bestimmen, als Spezialfall des

gewichteten Vorhersagebereiches nach Satz 3.12.

Korollar 3.15. (Tibshirani u. a. 2019, Corollary 1) Seien Daten gegeben, wie in (3.6). An-
genommen Px st absolut stetig beztiglich Px und w = dPX/dPX. Fiir jedes nonconformity
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measure A und jedes o € (0,1), definiere fiir x, € R?

n—1
I'Y(zy) = {yn eR: R, < Quantil <1 — Zp}”(xn)ém er;;’(:cn)éoo) } ,

=1

wobei Ry = A((z1,..,20) ", 2i), i = 1,...,n, mit z; = (z,v:), und p(x), i = 1,...,n wie

in (3.7). Dann ist der Vorhersagebereich T'%(zy,) konservativ valide, also
P(yn € T (zn)) > 1 — c

Beweis. Mit Lemma 3.8 folgt, dass die Z; = (X;,Y;) aus (3.6) gewichtet austauschbar sind
mit w; =1 firi = 1,...,n — 1 und w,((zn,yn)) = w(x,). Dies gilt, da Lemma 3.8, mit
(3.6) fiiri=1,wy =1lund firi=2,...,n—1,

wiziz

- =1
dP1 d(PXxPyp()

impliziert. Genauso gilt in diesem Fall fiir w,,

d(ﬁX X PY\X) de
w’I’L = = = W

d(PX XPY‘X) dPX

Damit vereinfacht sich der Ausdruck (3.4) zu

w - Z{wﬂr(n):i} ’LU(IZ) _ ’UJ(QJ‘Z)
P21,y 2n) = >, 0( @) = Z;}:lw(xj)

Wir kénnen also folgern, dass

p;U(Zh sy Zn—la (xnayn)) = p;,w(x)v

fir i = 1,...,n, wobei p¥(x,) wie in (3.7). Durch Anwendung von Satz 3.12 folgt dann die

Aussage des Korollars. O

3.4 Split conformal prediction unter covariate shift

Wir betrachten nun erneut den split conformal predictor, den wir bereits in Abschnitt 2.3
eingefiihrt haben.

Sei D ={Z,...,Z,_1} ein Datensatz aus n — 1 Beobachtungen. Wir teilen diesen in Trai-
ningsmenge D; = {Z1, ..., Z;} und Kalibrierungsmenge Dy = {Zj11,..., Zn_1}. Gegeben
X, wollen wir die zugehorige Kategorie Y,, vorhersagen. Der split conformal predictor liefert
dazu den Vorhersagebereich (vgl. Chernozhukov u. a. 2021, Algorithm 2 und Fontana wu. a.
2023)

L Xn)={Yn eR: R, < Quantil(l — a; Rgy1.n—1 U{o0})}. (3.8)
Bemerkung 3.16. Wir schreiben bei der Menge I'?_, (X,,) als Index n — k, da dieser

Vorhersagebereich auf den n — (k + 1) Werten aus D; und dem Wert X, basiert und wir die

Kategorie Y,, von X,, Vorhersagen wollen. Damit haben wir n — k gegebene Werte, um den
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Vorhersagebereich zu bestimmen. Also
?L—k(Xn) = Fa(Zk+17 ) Zn—len)'

Wir wollen nun zeigen, dass der Vorhersagebereich (3.8) auch wirklich konservativ valide
ist und damit auch eine niitzliche Alternative zu unserem bisherigen Verfahren. Da diese
Version von conformal prediction ein Spezialfall ist, miissen wir nur zeigen, dass die Voraus-
setzungen fiir den klassische conformal predictor erfiillt sind, um die Behauptung mit Satz
3.5 folgern zu konnen. Die folgenden Aussagen basieren wieder auf denen von Tibshirani
u. a. 2019, Kapitel 2.2, allerdings wollen wir dies formaler und etwas ausfiihrlicher darstel-
len. Zudem unterscheiden sich einige Notationen, aufgrund unterschiedlicher Schreibweisen

und Definitionen.

Proposition 3.17. Seien D = {Z1,...,Z,-1} austauschbar verteilt, sowie eine weitere
austauschbar verteilte Zufallsvariable Z, 1, fir m > 0. Kénnen wir D aufteilen, in D1 =
{Z1,...,Zx} und Do = {Zgs1,-.,Zn-1}, mit k < n, wobei D; und Dy unabhdingig sind,
dann gilt, dass die Menge (3.8) die Bedingung

P(Yim €T (Xnim)) > 1—a

fiir jedes m > 0 erfillt.

Beuweis. (vgl. Jin und Ren 2025, S. 6 und Tibshirani u. a. 2019, S. 5) Da. f, fixiert ist, durch
Dy, sind die nonconformity scores R; = |V; — fo(X;)| fiir i = k+1,...,n—1,n+m, bedingt
auf Dp, austauschbar verteilt. Dies gilt, weil Zx11,..., Zn—1, Zntm, bedingt auf Dy, fast
sicher austauschbar verteilt sind. Mit Satz 3.5 folgt daher

P(Yn+m S Fg_k(Xn+m)|D1) >1—a.
Mit der Turmeigenschaft folgt dann
P(Yogm € To_ 1 (Xntm)) = Ep, [P(Yagm € To_p(Xngm)|D1)] =1 — .

O

Bemerkung 3.18. Die Gleichung in (3.8) ist allgemein giiltig fiir beliebige nonconformity
scores. Withlen wir jedoch R; = |Y; — fo(X;)| als nonconformity score, so kénnen wir die
Menge noch genauer angeben und direkt als Intervall schreiben
o 1(Xn) ={Yn € R: R, < Quantil(l — a; Rgy1.n—1 U{0})}
- {Yn ER: |y — fo(Xn)] < Quantil(l — o Ryr1m_1 U {oo})} (3.9)
= [fO(Xn) + Quantil(1 — a; Riy1.n—1 U {00})].
Dies kénnen wir nun auf jeden weiteren Punkt X, ,, mit m > 1 anwenden und nutzen dabei
immer die feste Funktion fo, wodurch wir viel effizienter den entsprechenden Vorhersagebe-

reich bestimmen kénnen. Dieses Intervall entspricht dem Intervall (2.10) mit einer leichten

Anpassung des Quantils ¢1_.

Split conformal prediction ist also offensichtlich ein Spezialfall von unserer bisherigen

conformal prediction Methode. Somit ldsst sich nicht nur Satz 3.5 anwenden, sondern auch
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Korollar 3.15 und als Vorhersageintervall, unter den Voraussetzungen von covariate shift

(3.6), erhalten wir fiir nonconformity scores R; = |Y; — fo(X;)| mit Proposition 3.19

n—1
o w(Xn) = {Yn € R: R, < Quantil <1 - Z i (X,,)0r, —&—pq;L”(Xn)éoo)}

=kt (3.10)

n—1
[fO(X7L) + Quantﬂ <1 — Qg Z p;‘ﬂ(Xn)6|Yi7f0(Xi)\ +pz(Xn)6oo>‘| )

i=k+1

wobei die p; fir i = k+1,...,n wie in (3.7) definiert sind (wvgl. Tibshirani u.a. 2019, S. 5).

Diese Aussage formulieren wir formal wie folgt:

Proposition 3.19. Seien Daten unter covariate shift (3.6) gegeben, alsoD = {Zy,..., Z,_1}
mit Z; v p = Px x Py|x firi=1...,n—1 und eine weitere unabhdingige Zufallsvariable
Lt ™~ P =Py x Py x fiir m > 0. Angenommen Py ist absolut stetig beztiglich Px und
w = dl—:’X/dPX. Fiir jedes nonconformity measure A und jedes o« € (0,1), ist der split confor-
mal predictor fiir den Trainingsdatensatz Dy = {Z1, ..., Zx} und den Kalibrierungsdatensatz

Dy ={Zks1,...,Zn-1} gegeben als

n—1
I (Xpgm) = {Yn+m eR: Ryrm < Quantil (1 - Z 2 (Xntm)OR, +p7,‘;+m(Xn+m)6oo) }
i=k+1

und konservativ valide.

Beweis. (vgl. Tibshirani u. a. 2019, 8. 5) Da fo wieder durch D fixiert ist, erfiillen Dy und
Zn+m fir m > 0, gegeben Dy, die Voraussetzungen fiir Korollar 3.15. Es gilt also

]P)(Yn+m S Fgfk(Xn+m)‘D1) > 11—«

und mit der Turmeigenschaft folgt analog zum Beweis von Proposition 3.17 die Behauptung.
O

3.5 Verallgemeinerter covariate shift

In diesem Abschnitt wollen wir nun eine allgemeinere Variante von covariate shift betrachten.
Diese ist eine Erweiterung von (3.6) und wird von Wang und Qiao (2025) fiir Klassifikation
eingefithrt. Wir wollen zeigen wie diese Variante im Fall von Regression angewendet werden
kann.

Wir wollen also wieder einen Vorhersagebereich fiir den Wert Y, bestimmen, fiir gegebene

Z1y ey Zin_1,Xy. Dabei seien diese Daten wie folgt verteilt:

(Xiy}/;)u‘i;U‘P:PXXPY|Xaizl,"'ala
o (3.11)
(XJ7Y])ULUP:PXXPY|Xa.]:l+17an7

wobei alle Daten unabhéingig voneinander sind (wir schreiben auch Z; ~ P;). Wir haben
also | Datenpunkte aus der Quellverteilung (Source) P und n — [ — 1 Datenpunkte aus der
Zielverteilung (Target) P gegeben (in der Realitét ist » — [ — 1 meistens klein, da wir sonst
direkt den ungewichteten conformal predictor nutzen konnten). Der Unterschied zu unserer

bisherigen Definition von covariate shift ist, dass wir nun auch Daten, mit Kategorie, aus
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der selben Verteilung wie (X,,,Y;,) haben und vorher nur die aus der Quellverteilung zur
Verfligung hatten. Die obige Definition von covariate shift ist offensichtlich eine Verallge-
meinerung von (3.6), da diese, fiir | = n — 1, direkt aus (3.11) folgt.

Unser Ziel ist es nun einen Vorhersagebereich fiir diese allgemeinere Version zu bestim-
men, wie wir es in Korollar 3.15 fiir (3.6) getan haben. Dafiir bendtigen wir allerdings

folgende Definition:

Definition 3.20. (Wang und Qiao 2025, Lemma 2) Seien ay, .. .,a, Zahlen. Fir 0 < k <mn

ist ex(aq,...,a,) das k-te elementarsymmetrische Polynom:

ep(at,...,ay) = Z Hai.

SC{1,...,n} i€S

|S|=k
Damit ist also
eo(ar,...,an) =1,
e1(a1,...,an) =a1+azs+ -+ ay,
eg(al,...7an) = E aiaj,
1<i<j<n
en(a1,...,an) = a1as...ay.

(Fiir eine effizientere Berechnung siehe Abschnitt 6.2.)

Mit den elementarsymmetrischen Polynomen kénnen wir nun die allgemeinere Version
der p¥’, aus (3.4), fiir den Fall (3.11) umschreiben. Dabei orientieren wir uns an dem Vorgehen
von Wang und Qiao (2025) fiir die Klassifikation.

Lemma 3.21. Der Ausdruck (3.4) vereinfacht sich im Fall von covariate shift nach (3.11)
2u
w 1 w@)en—i—1(w(@1), ..., w(@i—1), w(@is1), ..., w(zy))

P (21 ey 2n) = — e (W) w(wn) , (3.12)

wobei w = d]SX/dPX.
Beweis. Fiir die Indizes i = 1,...,1 gilt

‘ dPl d(PXXPylx)_ ’

Und analog folgt fiir j =14 1,...,n die Gleichheit

_dPx
——dPX = w.

Wy
Damit gilt fiir (3.4)

pq_u (Zl 5 ) _ Z{ﬂ':‘n’(n):i} H?:l wy (Zn-(])) _ Z{w:ﬂ(n):i} H;’L:H-l ’lU(.’Eﬂ.(j))
R Yon H?:l w; (Zr(j)) dor H;L:l+1 w(Zr(5))

Wir wollen nun Ziahler und Nenner einzeln umformen. Dafiir fixieren wir eine Permutation

m. Die Menge der Indizes, welche den Positionen [+1, ..., n zugeordnet werden, sei S,. Dann
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ist Sy C {1,...,n} und es gilt |Sz| = n — . Die Menge S, tritt dann fiir genau (n —1)! - !

Permutationen auf. Wir konnen daher die Summe iiber alle Permutationen schreiben als

ST weeg) = D2 (u (n—l)!Hw(xc)> =1l (n—Dep_i(w(z),... ,wz,)).

™ j=l+1 SC{1,...,n} ceS
|S|=n—1
Nun wollen wir die Summe iiber alle Permutationen mit 7(n) = ¢ betrachten. In diesem
Fall gilt immer ¢ € S; nach Konstruktion von S;. Die Anzahl der Anordnungen auf die
restlichen n — [ — 1 Plidtze in S; entspricht (n — ! — 1)!. Somit gibt es (n — 1 — 1)! - I!

verschiedene Permutationen, die zu S, gehoren. Es folgt also

S J[waag) =tttn—1-1t > JJwl=).

{m:m(n)=i} j=1 SC{1,...,n} ceS
|S|=n—1i€S

Da i € S fiir alle S konnen wir schreiben S = U N {i} fir U C {1,...,n} \ {i} und
|U| =n —1— 1. Daher gilt

Z Hw(mc) = Z w(x;) H w(z.) = w(x;)en—i—1 (w(xl),...,w(mi_l),w(xiﬂ),...

SC{1,...,n} ceS UC{1,...n}\{i} celU
|S|=n—1,i€S |U|=n—1-1

Einsetzen in p;’ liefert uns

1 w(zi)en—i—1(w(@1),...,w(@i—1), w(@ig1), ..., w(zy))

n—1 en—l(w(xl)v"'7w(xn))

P21, 2n) =

Bemerkung 3.22. Im Fall von n — [ =1 folgt mit Definition 3.20

w(z;)eq (w(atl), coyw(Ti—1), w(Xig), - ,w(xn))

€1 (w($1), s ,'LU(’JJn))

P (21, ey 2n) =

_ w(z)

s w(a)
was gerade (3.7), fiir den Fall von covariate shift nach (3.6), entspricht.

Wir wollen nun eine allgemeinere Version von Korollar 3.15 notieren.

Korollar 3.23. Seien Daten gegeben wie in (3.11). Angenommen Px st absolut stetig
beztiglich Px und w = d]E’X/dPX. Fiir jedes nonconformity measure A und jedes o € (0,1),
definiere fir z, € R¢

n—1
I (z,) = {yn eR: R, < Quantil <1 — o sz”(xn)éRi +pﬁ(wn)5oo> } ,

i=1

wobei Ry = A((21,...,20) ", 21), i =1,...,n, mit z; = (v;,9;), und p¥(xy,), i = 1,...,n wie

in (3.12). Dann ist der Vorhersagebereich T% () konservativ valide, also
P(yn € T (zy)) > 1 —a.

Beweis. Da alle Daten aus (3.11) unabhéngig sind und Py absolut stetig beziiglich Px ist,
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folgt mit Lemma 3.8, dass 71, ..., Z, gewichtet austauschbar sind. Wegen Lemma 3.21 ist

1 w@i)en—i—1(w(@1), ..., w@i—1), w(@iy1), ..., w(zy))
(Z ...,Zn_, nyYn)) = = ;U n
P (2, 1 (@n: Yn)) n—1 en—i(w(zy), ..., w(zy)) pi (@)
und damit ergibt sich die Behauptung aus Satz 3.12. O

Analog zu Proposition 3.19 kénnen wir Korollar 3.23 nutzen, um einen Vorhersagebe-
reich fiir den Fall (3.11) zu konstruieren. Dafiir seien nun die Daten Z1,..., Z, 1 gegeben,
wobei einige Daten der Zielverteilung P folgen. Wollen wir nun die Kategorien fiir X, ,,,
mit m > 0, bestimmen, so miissen wir Z1,...,Z, nur in Trainingsdatensatz D; und Ka-
librierungsdatensatz Dy aufteilen und da D; die Regressionsfunktion fo fixiert, erfiillt Dy
die Voraussetzungen fiir Korollar 3.23. Damit entspricht der split conformal predictor fiir
den verallgemeinerten Fall gerade (3.10) mit p{ wie in (3.12) fiir nonconformity scores
R, = |Yi — fo(X3)]-
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4 Simulation

In diesem Kapitel wollen wir den Nutzen von conformal prediction anhand eines empiri-
schen Beispiels demonstrieren. Dazu rekonstruieren wir einen Teil des Datenbeispieles von
Tibshirani u. a. (2019), wobei inhaltliche Verénderungen auftreten, da Tibshirani u. a. das
geldschte nonconformity measure (siche Bemerkung 1.5) nutzen und wir eine andere Heran-
gehensweise bei der Aufteilung der Daten wihlen. Denn da wir nur einen Datensatz ohne
covariate shift nutzen, miissen wir diesen kiinstlich erzeugen. Tibshirani u. a. (2019) tun dies
nur in der Testmenge, wiahrend wir die Testmenge fixieren und stattdessen die Trainings-
und Kalibrierungsmenge verédndern. Dies hat den Vorteil, dass die Testmengen von gewichte-
ten und ungewichteten conformal predictor gleich sind. Der Nachteil ist bei dieser Methode,
dass wir den covariate shift fiir deutlich mehr Daten erzeugen miissen, was zu Verzerrun-
gen in den Ergebnissen fithren kann. Auflerdem ist unser Code etwas spezialisierter als die
Vorlage. Unser Ziel ist es dabei zu zeigen, dass der gewichtete conformal predictor fiir cova-
riate shift auch praktisch anwendbar ist und die theoretische Validitat einhélt. Dazu wollen
wir zuerst, &hnlich wie Tibshirani u. a. (2019), den split conformal predictor aus Proposition
3.19 betrachten. Diesen vergleichen wir mit dem ungewichteten split conformal predictor aus
Proposition 3.17. Als zweiten Teil dieser Simulation wollen wir {iberpriifen, ob der conformal
predictor fiir die verallgemeinerte Version von covariate shift (3.11), ebenfalls die richtigen

Ergebnisse liefert.

Dazu nutzen wir den selben Datensatz, welchen auch Tibshirani u. a. (2019) verwenden.
Dieser enthélt N = 1503 Beobachtungen fiir die Kategorie Y (skalierter Schalldruckpegel
von NASA Tragflichen) mit 5-dimensionale Kovariablen X (log Frequenz, Anstellwinkel,
Akkordlinge, free-stream-Geschwindigkeit, log Stiirke der saugseitigen Verdringung). Der
Datensatz (airfoil.txt), sowie der R Code von Tibshirani u.a. (2019), kann auf der Seite
http://www.github.com/ryantibs/conformal/ gefunden werden.

Simulation 1: Fiir unsere erste Simulation wollen wir den Datensatz in Trainings-,
Kalibrierungs-, und Testmenge aufteilen, um dann zu iiberpriifen, ob die resultierenden
Vorhersageintervalle, die wahren Werte aus der Testmenge enthalten. Dieses Experiment
wiederholen wir 5000 Mal. Der Theorie dieser Arbeit zur Folge miissten die Intervalle min-
destens 90% (fiir a = 0,1) der wahren Daten erfassen (Uberdeckung). Die Aufteilung der
Daten {(X;,Y;)}, erfolgt wie folgt:

e Dy: 25% der Daten, um die feste Regressionsfunktion f07 mittels linearer Regression

(siehe Bemerkung 2.11), zu bestimmen.
e Dy: 25% der Daten zur Bestimmung des Quantils der nonconformity scores.

e D5hift: 25% der Daten, wie in Dy, aber durch ziehen mit zuriicklegen mit Wahrschein-

lichkeit proportional zu
g(z) = exp(z ' B), mit B = (—1.3,0,0,0,1.3).

e D3hift: 25% der Daten zur Bestimmung des Quantils. Werden mit der selben Gewich-

tung, wie DM gezogen.

e Diest: 30% der Daten, zum testen der Vorhersagebereiche aus Trainings- und Kalibrie-

rungsdatensatz (mit und ohne covariate shift).
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Simulation

Simulation 1:
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Durchschnittliche Uberdeckung

Abbildung 1: Uberdeckungen bei Simulation 1. Oben links ist der Fall mit covariate shift,
bei dem wir den gewichteten conformal predictor nutzen. Oben rechts testen wir wie sich der
ungewichtete conformal predictor bei covariate shift verhélt. Unten links ist der ungewichtete
conformal predictor, ohne covariate shift abgebildet und unten rechts ebenfalls, allerdings
mit einer kleineren Kalibrierungsmenge.

Wir verwenden nicht 100% der Daten, damit die Daten fiir den covariate shift aus einer

grofleren Stichprobe gezogen werden, um zu viele mehrfach gezogene Daten zu vermeiden.

Da D5 und Dyt zufillig aus dem selben Datensatz gezogen wurden, kénnen wir anneh-
men, dass bei beiden die selbe Verteilung zugrunde liegt. Wenn wir die Verteilung dieser
Kovariablen nun als die Zielverteilung Px bezeichnen, dann sind die Kovariablen von Dshift

und DM mit der Quellenverteilung Py verteilt und es gilt die Aussage
dPx o exp(z ' 8)dPx,

wobei g(z) = exp(z' ) die Likelihood-Ratio der beiden Verteilungen ist. Es folgt somit
auch die Umkehrung
dPx o exp(—z ' B)dPx,

welche fiir den gewichteten conformal predictor relevant ist. Dabei werden wir die Gewichts-

funktion w(z) = exp(—z " 3) nutzen.

Wenn wir also die Datensétze Dﬁhift,Dghift und Dyegt verwenden und o = 0,1 wihlen,
dann koénnen wir Proposition 3.19 anwenden und erhalten den gewichteten split confor-
mal predictor fiir diese Daten mit covariate shift. Die Uberdeckungen fiir diesen ist in Ab-
bildung 1, oben links, dargestellt und die durchschnittliche Uberdeckung ist mit 92,65%
deutlich iiber dem 90%-Niveau. Die Notwendigkeit eines gewichteten conformal predictors
wird durch das Histogram oben rechts verdeutlicht. Dieses zeigt die Uberdeckungen fiir den
ungewichteten conformal predictor aus Proposition 3.17, allerdings wurden als Trainings-
und Kalibrierungsmengen D5Pf* und DMt genutzt. Die durchschnittliche Uberdeckung von

83,69% zeigt, dass die ungewichtete Variante nicht die richtigen Quantile fiir den covariate
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shift erstellt. Wir wollen den gewichteten conformal predictor allerdings auch mit der klas-
sischen, ungewichteten Variante vergleichen, wenn D; und Ds gegeben sind. In diesem Fall
liefern die Intervalle eine durchschnittliche Uberdeckung von 90,09%, was genau der Theorie
entspricht. Vergleicht man allerdings die Streuung der Uberdeckung, dann fillt auf, dass
der gewichtete conformal predictor (oben links) eine deutlich weitere Streuung aufweist als
der ungewichtete Fall (Abbildung 1, unten links). Der Grund dafiir liegt aber nicht an der
Konstruktion des gewichteten conformal predictors, sondern an der Stichprobengrofie (vgl.
Tibshirani u. a. 2019). Denn durch die Gewichtung des Quantils, verringert sich die effektive
Stichprobengréfie. Wir brauchten also mehr Daten, um die hohere Genauigkeit des unge-
wichteten conformal predictors zu erreichen. Wie effektiv die aktuelle Stichprobe ist ldsst

sich sogar direkt berechnen, mit ( Tibshirani u. a. 2019)

Wenn wir nun den ungewichteten conformal predictor berechnen und die Grofle von Dy auf
7. reduzieren, dann kénnen wir in Abbildung 1 (unten rechts) sehen, dass die Streuung der
Uberdeckung sehr #hnlich zu der, des gewichteten conformal predictors ist.

Wir wollen zudem noch die Gréfle der Intervalle betrachten. Denn dort fallt ein Unter-
schied zwischen dem gewichteten und ungewichteten Fall auf. Wahrend die mittlere Inter-
vallldnge fiir den ungewichteten conformal predictor (ohne covariate shift) bei 16,07 liegt, ist
diese bei der gewichteten Variante mit 20,19 etwas grofler. Dies ist aber nicht weiter verwun-
derlich, da die Daten durch den covariate shift anders gestreut sind. Dadurch miissen die
Intervalle grofer werden, um die 90% Uberdeckung zu erfiillen. Dies lésst sich auch durch
den ungewichteten conformal predictor, bei dem wir die Daten mit covariate shift einsetzen,
bestitigen. Dort liegt die Uberdeckung (bei gleicher Regressionsfunktion) unter 90% und die
mittlere Intervalllinge ist mit 17,93 schon ndher an der des gewichteten conformal predic-
tors. Auflerdem bedingt eine kleinere (effektive) Stichprobe ebenfalls grofiere Intervalle, wie
der conformal predictor mit weniger Kalibrierungsdaten zeigt. Hierbei ist die mittlere Inter-
valllinge 18,38. Es ist allerdings auffillig, dass die Uberdeckung des gewichteten conformal
predictors mit 92,65% um einiges grofler ist als notwendig. Dies kann zwei Griinde haben.
Zum einen haben wir bereits erwihnt, dass die obere Schranke fiir die Uberdeckung bei dem
gewichteten conformal predictor gréfer sein kann als bei der ungewichteten Variante. In dem
Fall konnte das Problem mit einem geglétteten conformal predictor gelost werden. Ande-
rerseits tritt dieses Problem bei Tibshirani u. a. (2019) iiberhaupt nicht auf. Daher besteht
die Moglichkeit, dass unsere stirkere Einflussnahme auf die Daten, um den covariate shift
zu erzeugen, dazu gefithrt hat, dass die Stichprobe aus weniger individuellen Datenpunk-
ten besteht, welche durch die Gewichtung haufiger gezogen wurden. Diese Theorie wird auch
durch das Ergebnis des ungewichteten conformal predictors, mit weniger Kalibrierungsdaten,

gestiitzt. Dieser hat ebenfalls einen etwas hohere durchschnittliche Uberdeckung mit 91,64%.

Simulation 2: Nachdem wir die Simulation von Tibshirani u. a. (2019) einmal selbst
durchgefiihrt haben, werden wir nun iiberpriifen, ob der conformal predictor aus Abschnitt
3.5, fiir eine verallgemeinerte Form von covariate shift, ebenfalls die richtigen Ergebnisse lie-
fert. Wir fithren daher ein sehr dhnliches Experiment durch wie in Simulation 1, allerdings

mit 500 Wiederholungen. Dazu miissen wir die Daten wie folgt aufteilen:
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e Dy: 25% der Daten fiir die Regressionsfunktion fo, wobei 90% davon proportional zu

g(z) = exp(xz " B), mit B = (—1,0,0,0,1), gezogen werden.

e Dy: 25% der Daten zur Bestimmung des Quantils, wobei 90% davon proportional zu

g(x) gezogen werden.
® Dicsi: 30% der Daten zum testen direkt aus dem Datensatz.

Die Daten entsprechen somit dem Fall von covariate shift nach (3.11), bei dem wir Da-
ten aus der Quellverteilung und der Zielverteilung zur Verfiigung haben. Damit kénnen
wir Korollar 3.23 als split conformal predictor anwenden, wobei w(z) = exp(—z' ). Die

Uberdeckung der Intervalle, durch diesen Algorithmus, ist in Abbildung 2 (oben links) dar-

gestellt.
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Abbildung 2: Oben links ist die Uberdeckung fiir den Fall von covariate shift nach (3.11)
und den conformal predictor aus 3.23. Unten links ist der ungewichtete conformal predictor,
wobei Dq, Dy nur die Daten enthilt, die nicht nach g(z) gezogen wurden. Auf der rechten
Seite sind der gewichtete und ungewichtete conformal predictor aus Simulation 1, mit nur
500 Wiederholungen, nochmal abgebildet.

Die durchschnittliche Uberdeckung von 90,3% erfiillt die geforderte Validitéit des confor-
mal predictors. Dabei ist die Streuung der Uberdeckung #hnlich zu der gewichteten Variante
aus Simulationl, welche in Abbildung 2 nochmal oben recht abgebildet ist. Allerdings scheint
die Streuung bei der allgemeineren Variante ein wenig geringer zu sein. Im Vergleich zu der
ungewichteten Variante aus Simulation 1 (Abbildung 2 unten rechts) ist die Streuung jedoch
deutlich stérker. Da die Daten bei dieser Simulation eine Mischung aus Source und Target
Daten ist, war dies zu erwarten. Auflerdem ist die Intervalllinge bei diesem verallgemei-
nerten conformal predictor mit 17,89 kleiner als bei dem gewichteten aus der vorherigen
Simulation. Dies kann dadurch begriindet werden, dass wir in Simulation 2 bessere Daten
gegeben haben als bei Simulation 1 und dadurch die Regressionsfunktion fo bereits etwas
besser fiir Dgpiry geschitzt wird und nicht mehr so ein grofier Bereich durch die Quantile
abdecken miissen. Es wire allerdings noch interessant diesen Fall zu iiberpriifen, wenn man
geschiitzte Gewichte verwendet und nicht direkt das wahre Gewicht nutzt. Denn in der Pra-

xis miissen die Gewichte immer geschétzt werden. Tibshirani u. a. (2019) schitzen, bei ihrer
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Simulation, die Gewichte mittels logistischer Regression oder random forest.

Es ist fiir uns allerdings ebenfalls von Interesse, inwiefern es iiberhaupt sinnvoll ist, bei ei-
ner Mischung der Daten aus Source und Target, einen gewichteten conformal predictor zu
nutzen. Daher haben wir ebenfalls getestet, wie sich die Uberdeckung fiir den ungewichteten
conformal predictor verhilt, wenn wir nur die 10% Target Daten von D; und Do verwenden,
die aus der selben Verteilung wie Diest stammen. Dies ist in Abbildung 2 unten links abge-
bildet. Die Durchschnittliche Uberdeckung ist mit 89,93% nur leicht unter dem 90% Niveau.
Jedoch ist die Streuung der Uberdeckung deutlich stirker als bei allen anderen Varian-
ten. AuBerdem kommt hinzu, dass die mittlere Intervalllinge, bei schlechterer Uberdeckung,
mit 18,51, grofer ist als bei dem gewichteten conformal predictor mit gemischten Daten.
Wir kénnen daher festhalten, dass wir bei nur wenig Daten aus der Zielverteilung, mit
zusétzlichen Daten aus einer anderen Verteilung bessere Ergebnisse erzielen kénnen. Es gibt
jedoch ein zentrales Problem, wenn wir Vorhersagebereiche fiir diese allgemeinere Form von

covariate shift berechnen wollen.

Denn bei dieser Variante tritt, im Gegensatz zu den Varianten aus Simulation 1, fol-
gendes Problem auf. So fiithrt die Verallgemeinerung der Gewichtung in Lemma 3.21 zu
einem starken Anstieg des Rechenaufwandes, wodurch die Berechnung der Vorhersagebe-
reiche deutlich zeitaufwéndiger ist. Aus diesem Grund haben wir in Simulation 2 auch nur
500 Wiederholungen durchgefiihrt. Auflerdem ist die Berechnung des gewichteten Quantils
komplizierter und sorgt bei der Ausfithrung des Codes fiir numerische Probleme. Aus diesem
Grund mussten wir ein anderes 8 als in Simulation 1 wahlen. In der aktuellen Form ist es
fraglich wie niitzlich diese Variante wirklich ist, wenn wir bereits gute Ergebnisse mit dem
ungewichteten conformal predictor erzielen. Der R Code, zu den beiden Simulationen, ist in
Abschnitt 6.3 zu finden.
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5 Fazit und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war es einen Vorhersagebereich mittels conformal prediction zu ent-
wickeln und dies auf covariate shift auszuweiten. Dazu haben wir im ersten Kapitel den
Grundstein gelegt, indem wir conformal prediction und alle relevanten Begriffe eingefiihrt
haben. Daraus haben wir in Satz 1.9 den ersten konservativen Vorhersagebereich mit den
Methoden von conformal prediction konstruiert. Im Anschluss sind wir im zweiten Kapi-
tel auf den Fall eingegangen, bei dem eine Regressionsfunktion im nonconformity measure
genutzt wird. Im Zuge dessen wurde uns die Problematik der effizienten Berechnung bei
conformal prediction bewusst, welche wir mit dem split conformal predictor gelost haben.
Daraufhin sind wir auf einen anderen Ansatz, zur Konstruktion von Vorhersagebereichen,
aufmerksam geworden und konnten mit diesem Ansatz einen gewichteten conformal predic-
tor, mit Satz 3.12, présentieren. Diesen konnten wir spezialisieren, um conformal prediction
auf Daten unter covariate shift anzuwenden (Korollare 3.15 und 3.23). Zudem konnten wir
zeigen, dass sich diese Vorhersagebereiche ebenfalls mit dem split conformal predictor be-
rechnen lassen (Proposition 3.19), wodurch eine effizientere Berechnung moglich wird. Zum
Abschluss haben wir unsere theoretischen Ergebnisse mit einer Simulation iiberpriift und

konnten zeigen, dass diese auf echte Datensétze anwendbar sind.

Bei der Simulation ist allerdings zu beachten, dass wir keinen Datensatz mit echtem co-
variate shift verwenden. Dies hatte den Vorteil, dass wir die Gewichte selber bestimmt haben
und diese uns damit bekannt waren. Es ist empfehlenswert noch weitere Untersuchungen bei
realen Problemen vorzunehmen, um das Verhalten des Algorithmus besser zu analysieren
und diesen genauer anzupassen. Insbesondere wére es interessant zu sehen wie sicher der
Algorithmus sich bei geschétzten Gewichten verhélt. Ein weiteres Problem, welches fiir con-
formal prediction auch in Zukunft relevant sein wird, ist der hohe Rechenaufwand. Denn
wenn conformal prediction in der Zukunft eine Rolle spielen sollte, muss es Algorithmen
geben, welche die Vorhersagebereiche, auch bei komplizierten Féllen, effizient berechnen

konnen.

Da conformal prediction noch ein relativ junges Forschungsgebiet ist, wird es spannend
sein die Entwicklungen der n#chsten Jahre zu verfolgen. So kann es auch sein, dass dann
einige Aussagen dieser Arbeit bereits {iberholt sind. Es existieren jetzt schon Erweiterungen
zu dem Ansatz von Tibshirani u.a. (2019), wie etwa Yang u.a. (2024), bei dem stabilere
Algorithmen fiir die gewichtete Variante konstruiert werden. Allerdings ist dies alles nicht
nur fiir Regression moglich. So gibt es bereits dhnliche Arbeiten zur Klassifikation, siehe
Wang und Qiao (2025). Conformal prediction ist aber ein noch viel groferes Feld und es

gibt viele weitere Aussagen, Ansétze und Ideen, welche hier noch nicht betrachtet wurden.
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6 Anhang

6.1 Austauschbarkeit

Die einzige und somit auch wichtigste Voraussetzung, um unseren conformal prediction
Algorithmus anzuwenden, ist die Annahme der Austauschbarkeit, der Werte z1, . . ., z,,. Diese
ist essentiell fiir die grundlegenden Aussagen, die wir im iiber conformal prediction treffen.
Dafiir beginnen wir mit einer sehr allgemeinen Definition von Austauschbarkeit, werden

diese aber noch genauer untersuchen und ebenfalls ein einfaches Beispiel betrachten.

Definition 6.1. (vgl. Vovk u. a. 2022, Kapitel 2.1.1) Sei P eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung auf Z°°. Dann ist P austauschbar, falls fiir jede messbare Teilmenge E C Z" und

Permutation 7 auf {1,...,n} gilt

P({(z1,22,...) € 2% : (21,...,2n) € B}) =P({(21,22,...) € 2% : (2r(1)s -+ Zx(n)) € E}).
(6.1)
Fiir eine Verteilung P auf Z% ist P austauschbar, falls fiir jede Teilmenge E C Z¥ gilt

P(E) =P({(21,-.-,28) € ZY : (2x(1)s - -+ 2n(n)) € E}). (6.2)
Wir schreiben auch
d
(Z1,. s Zn) = (Zr)s - s Zrn))
fiir austauschbare Zufallsvariablen 71, ..., Z,.

Austauschbare Zufallsvariablen sind immer identisch verteilt. Allerdings ist die Annahme
der Austauschbarkeit eine schwéchere, als die der u.i.v. Zufallsvariablen, wie wir im folgenden

kurz erdrtern wollen.

Bemerkung 6.2. (Klenke 2020, Bemerkung 12.2.) Sind die Zufallsvariablen (X;);cz aus-
tauschbar verteilt. Dann ist, fiir den diskreten Fall, eine dquivalente Aussage:

Fiir paarweise unterschiedliche 41,...,4, € Z und ji,...,J, € Z gilt

P(X,l :l‘l,...,Xi :In) :]P)(le = Il,...,X]‘n :l’n).

n

Betrachten wir diese Aussage fiir n = 1, so folgt

fiir beliebige i, j € Z. Die Zufallsvariablen (X;);cz sind also identisch verteilt.

Bemerkung 6.3. Fiir unabhiingig und identisch verteilte Zufallsvariablen (X;);cz und

paarweise verschiedene i1, ...,%, € Z sowie ji,...,j, € I folgt
]P(X,l =T1,--- ,Xin = In) = H ]P(sz = ZL'k) = H P(X]k = Ik) = ]P(le = T1y--- ’Xjn = SCn)
k=1 k=1

Die Zufallsvariablen (X;);cz sind also austauschbar.

Es ist also klar, dass eine unabhéngig und identische Verteilung, Austauschbarkeit im-
plizieren. Das bedeutet, dass alle Ergebnisse in dieser Arbeit, welche Austauschbarkeit vor-
aussetzen, ebenfalls fiir u.i.v. Zufallsvariablen gelten. Wie das folgende Beispiel verdeutlicht

gilt die Umkehrung im Allgemeinen nicht.
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Beispiel 6.4. Wir ziehen aus einer Urne mit 3 Kugeln dreimal ohne zuriicklegen. Es gibt 2

rote Kugeln und wir definieren die Zufallsvariablen fiir i = 1, 2, 3,

1, falls die i-te Kugel rot ist,

0, sonst.
Dann ist (X;);=1,2,3 austauschbar wegen
1
PX;=1,X0=1,X3=0)=P(X; =1,X2=0,X35=1)=P(X; =0, Xo=1,X5=1) = 3

allerdings nicht unabhéngig, da

6.2 Rekursive Berechnung von elementarsymmetrischen Polyno-

men

Fiir eine effiziente Berechnung von elementarsymmetrischen Polynomen, nach Definition
3.20, sollte die Rekursive Formel

ep(at,...,an) = Z Hai
SC{1,...,n}i€S
|S|=k

= > Ia+ > I«

SC{1,...,n}i€S SC{1,..,n}i€S

|S|=k, n¢S |S|=k, nes (6.3)
= 2 Ie+a > ]la

SC{1,....n—1}i€S SC{1,...,n—1}i€S

|S|=k |S|=k—1
=ep(a,...,an—1)+an-ex_1(ay,...,an—1)
fiir k < n genutzt werden. Wir bendotigen allerdings auch eine effizientere Formel fiir eg (a1, ..., a;i—1,ait1, - . -

Dafiir definieren wir
Fj,r = er(al, ey aj),
B, =er(aj,...,an).

Dann folgt mit

ek(al,...7ai,1,ai+1,...,an): E Hac

SC{1,...,n}\{i} c€S
|S|=k

> T o ¥ I«

t=0 \ SC{l,...,i—1} c€S SC{i+1,...,n} c€S
|S|=t |S|=k—t

k
= eilar,. .. ai1)en—i(ait1, ..., an)
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Rekursive Berechnung von elementarsymmetrischen Polynomen

die Gleichung
k

er(a1, .., A 1,041, ,0n) = Z Fi 14Biy1 k-t (6.4)
t=0

Diese Formeln werden im R-Code, fiir die allgemeinere Version des gewichteten Quantils aus

Korollar 3.23, verwendet.
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R Code

6.3 R Code

##### Split conformal predictor

# Split CP fuer ungewichteten Fall und effizienter fuer gewichteten
Spezialfall

split.cp = function(D_1, D_2, D_test, alpha, w_cal, w_test=NULL, gewichtet=

FALSE) {
# Trainingsdatensatz D_1, Kalibrierungsdatensatz D_2, Testdatensatz
D_test,
# Signifikanzniveau alpha, Gewichte w_cal und w_test, gewichtet Wahr/
Falsch
Im_mod = 1m(Y ~ ., data = D_1)

f_hut = predict(lm_mod, newdata = D_2)
R_i = abs(D_28Y - f_hut)
n_cal = nrow(D_2)

n_test = nrow(D_test)

if (gewichtet) {
q = numeric(n_test)
for(i in 1:n_test) {
qli]l = gew.quantil(c(R_i, Inf),
c(w_cal, ifelse(is.null(w_test),1,w_test[il])),

1 - alpha)
}
} else {
= ceiling((n_cal + 1) * (1 - alpha))
q = sort(R_i) [k]

pred = predict(lm_mod, newdata = D_test)
lower = pred - q
upper = pred + q

return(list (lower = lower, upper = upper))

# gewtichteter split CP fuer den verallgemeinerten Fall
split.cp.general = function(D_1, D_2, D_test, alpha, w_func, is_target_cal) {
# D_1: Trainingsdaten
# D_2: Kalibrierungsdaten
# D_test: Testdaten
# is_target_cal: logical Vektor, Laenge n_cal, TRUE wenn ein Punkt
von Target st
lm_mod = 1Im(Y ~ ., data = D_1)
f_hat_cal = predict(lm_mod, newdata = D_2)
R_cal = abs(D_2$Y - f_hat_cal)

n_cal = nrow(D_2)
n_test = nrow(D_test)
if (length(is_target_cal) != n_cal) stop("is_target_cal length

mismatch")
# raw w fuer cal und test

w_cal_raw = w_func(as.matrix(D_2[, 1:(ncol(D_2)-1), drop = FALSE]))
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gew.quantil.general

w_test_raw = w_func(as.matrix(D_test[, 1:(ncol(D_test)-1), drop =
FALSE]))
l_cal = sum(!is_target_cal)

# Fuer jeden Punkt gewichtetes (uantil berechnen
q = numeric(n_test)
for (i in seq_len(n_test)) {
v_all = c(w_cal_raw, w_test_rawl([i])
R_all = c(R_cal, Inf)

1_total = 1l_cal
ql[i] = gew.quantil.general(R_all, v_all, prob = 1 - alpha, 1
= 1l_total)
}
pred = predict(lm_mod, newdata = D_test)
list(lower = pred - g, upper = pred + q)

#### Gewichtetes Quantil
# Fuer Spezialfall (effizienter)
gew.quantil = function(R, weight, prob) {

# mnonconformity scores R, Gewichte weight, Quantil 2zur
Wahrscheinlichkett prob

# Sortiere R

ord = order (R)

R_sorted = R[ord]

w_sorted = weight[ord]

# Kumulierte Gewichte
cum_w = cumsum(w_sorted / sum(w_sorted))

# Finde kleinstes ©, so dass cum_w >= 1-alpha

i which(cum_w >= prob)
q = R_sorted[min(i)]

return(q)

# Verallgemeinerter Fall

function(R, v, prob, 1) {

# R: Vektor Laenge n (nomconformity scores)
# v: Vektor Laenge n fuer gewichte w(z_1%)

# 1: Anzahl Source unter den n Punkten
#

prob: z.B. 1 - alpha

n length(R)
k =n -1

if (k <= 0) stop("Mindestens ein Target notwendig (k = n-1 >= 1)")

## numerische Stabilisterung: skaliere wv

if (any(!is.finite(v))) stop("Gewichte enthalten nicht-finite Werte")
s = max(v)

if (s <= 0) stop("Ungueltige Gewichte (max(v) <= 0)")

v=v / s

43




99

100

101

102

103

104

105

106

107

139

140

R Code

## Forward-DP: fwd[j+1, m+1] = e_m(v/[1:
fwd = matrix(0, n+1, k+1)
fwd[1,1] = 1
for (j in 1:n) {
fwd[j+1, 1 = fwd[j, ]
for (m in 1:min(k, j)) {

fwd[j+1, m+1] =
Gletchung (6.3)

fwd[j+1, m+1] + v[j]

:91)

* fwd[j, m]l #

}
}
## Backward-DP: bwd[j, m+1] = e_m(v[j:n])
bwd = matrix (0, n+2, k+1)

bwd [n+1,1] = 1
for (j in n:1) {
bwd[j, 1 = bwdl[j+1, ]
for (m in 1:min(k, n-j+1)) {
bwd[j, m+1] =
Gleichung (6.3)

den = fwd[n+1, # e_k(v)

if (den <= 0 ||

k+1]

## p_1"w berechnen mit Gleichung (6.4)

p = numeric(n)
for (i in 1:n) {
num_e = 0
for (s in 0:(k-1)) {
num_e = num_e + fwdl[i,
}
num = v[i] * num_e
plil = (1/k) * num / den
}

## Normalisieren
plp < 01 =0
p=1p / sun(p)

## Quantil bestimmen

order (R)
cumsum (p [ord])
which(cs >= prob) [1]
length (R)

ord =
cs =
J =
if (is.na(j)) j =
Rlord][j]

}

##A## Simulation

### Datenvorbereitung

dat = read.table("airfoil.txt")
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colnames (dat) = c("Frequency","Angle","Chord","Velocity","Suction","Sound")

# log Transform
dat$Frequency = log(dat$Frequency)
dat$Suction = log(dat$Suction)

# Trennen wvon 0Objekt X und Lable Y
dat.x = as.matrix(dat[, 1:5])
dat.y = as.numeric(dat[, 6])

=
]

nrow (dat .x)

ncol (dat .x)

el
]

# Gewichtsfunktion fuer cowvariate shift mit exponentialen Tilting
function(x) {
exp(x[, c(1,5)] %*% c(-1.3, 1.3))

=
]

# Gegengewicht, fuer split cp
gw = function(x) {
exp(x[, c(1,5)] %*x% c(1.3, -1.3))
}
### Simulation 1
set.seed (0)
B = 5000
alpha = 0.1

# Ueberdeckung Speichern
cover_unweighted = numeric (B)
cover_unweighted_shift = numeric(B)
cover_weighted_shift = numeric(B)

cover_unweighted_fewersamples =numeric (B)

# Intervalllaenge speichern
len_unweighted = numeric (B)
len_unweighted_shift = numeric(B)
len_weighted_shift = numeric(B)

len_unweighted_fewersamples = numeric(B)

# Groesse won Trainings - und Kalibrierungsmenge
n_pre = floor (0.25 * N)
n_cal = floor(0.25 * N)
n_test = floor (0.30 * N)

# Begin der Schleife
for(b in 1:B) {
idx = sample (1:N)

# Erstellen won Trainings-, Kalibrierungs und Testmenge

idx_pre = idx[1:n_prel

idx_cal idx[(n_pre + 1):(n_pre + n_cal)]

45




192

194

195

196

197

198

199

200

201

202

208

209

210

216

R Code

idx_test = idx[(n_pre + n_cal + 1):N]

# Format der Daten auf split.cp() anpassen

D_1 = data.frame(dat.x[idx_pre, ]); colnames(D_1) pasteO("X", 1:5);
D_1$Y = dat.y[idx_prel

D_2 = data.frame(dat.x[idx_cal, ]); colnames(D_2)
D_28$Y = dat.y[idx_call

D_test = data.frame(dat.x[idx_test, ]); colnames(D_test) = paste0("X"

, 1:5); D_test$Y = dat.yl[idx_test]

pasteO("X", 1:5);

# kuenstlichen cowvariate shift 4m D_1 wund D_2
rest = setdiff (1:N, idx_test)

idx_rest_perm = sample(rest, size = (n_pre + n_cal), replace = TRUE,
prob = w(dat.x[rest, 1))
idx_pre_shift = idx_rest_perm[l:n_pre]

idx_cal_shift = idx_rest_perm[(n_pre + 1):(n_pre + n_cal)l]

D_1_shift = data.frame(dat.x[idx_pre_shift, ]); colnames(D_1_shift)
paste0("X" ,1:5); D_1_shift$Y = dat.y[idx_pre_shift]

D_2_shift = data.frame(dat.x[idx_cal_shift, ]); colnames(D_2_shift)
paste0("X" ,1:5); D_2_shift$Y = dat.y[idx_cal_shift]

# Ungewichteter CP (ohne covariate shift)

res_unweighted = split.cp(D_1, D_2, D_test, alpha, gewichtet = FALSE)

cover_unweighted [b] = mean(D_test$Y >= res_unweighted$lower &
D_test$3Y <= res_unweighted$upper)

len_unweighted[b] = median(res_unweighted$upper -

res_unweighted$lower)

# Ungewichteter CP mit cowvariate shift

res_unweighted_shift = split.cp(D_l_shift, D_2_shift, D_test, alpha,
gewichtet = FALSE)

cover_unweighted_shift [b] = mean(D_test$Y >=
res_unweighted_shift$lower & D_test$Y <=
res_unweighted_shift$upper)

len_unweighted_shift [b] = median(res_unweighted_shift$upper -

res_unweighted_shift$lower)

# Gewichteter CP mit bekannten Gewicht

gw_cal = gw(as.matrix(D_2_shift[, 1:5]))

gw_test = gw(as.matrix(D_test[,1:5]))

res_weighted_shift = split.cp(D_l_shift, D_2_shift, D_test, alpha,
gw_cal, gw_test, TRUE)

cover_weighted_shift[b] = mean(D_test$Y >= res_weighted_shift$lower &
D_test$Y <= res_weighted_shift$upper)

len_weighted_shift [b] = median(res_weighted_shift$upper -
res_weighted_shift$lower)

# Ungewichteter CP ohne covariate shift mit kleinerer

Kalibrierungsstichprobe
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w_cal

n_hat

gw(dat.x[idx_cal, 1)
round ((sum(abs(w_cal)) "2)/sum(w_cal"~2)) # Effektive

Stichprobengroesse
idx_few = sample(l:nrow(D_2), size = n_hat, replace =FALSE)
D_2_fewer = D_2[idx_few, ]
res_unweighted_fewersamples = split.cp(D_l, D_2_fewer, D_test, alpha,
w_unif, w_unif_test, FALSE)
cover_unweighted_fewersamples [b] = mean(D_test$Y >=
res_unweighted_fewersamples$lower & D_test$Y <=
res_unweighted_fewersamples$upper)
len_unweighted_fewersamples [b] = median (
res_unweighted_fewersamples$upper -
res_unweighted_fewersamples$lower)
}
### Ergebnisse
# Ueberdeckung
cat ("Durchschnittliche Ueberdeckung (ungewichtet ohne covariate shift):",
mean (cover_unweighted), "\n")
cat ("Durchschnittliche Ueberdeckung (ungewichtet mit covariate shift):", mean
(cover_unweighted_shift), "\n")
cat ("Durchschnittliche Ueberdeckung (gewichtet mit covariate shift):", mean(
cover_weighted_shift), "\n")
cat ("Durchschnittliche Ueberdeckung (ungewichtet ohne covariate shift mit
kleinerem Kalibrierungsdatensatz):", mean(cover_unweighted_fewersamples),

u\nu)

# Intervalllaenge

cat("Mittlere Intervalllaenge (ungewichtet ohne Shift):", mean(len_unweighted
), "\n")

cat("Mittlere Intervalllaenge (ungewichtet mit Shift):", mean(
len_unweighted_shift), "\n")

cat ("Mittlere Intervalllaenge (gewichtet mit Shift):", mean(
len_weighted_shift), "\n")

cat ("Mittlere Intervalllaenge (ungewichtet, kleinerer Kalibrierungsdatensatz)

:", mean(len_unweighted_fewersamples), "\n")

# Gewichtsfunktion mit anderem beta
w2 = function(x) {
exp(x[, c(1,5)] %*% c(-1, 1))

gw2 = function(x) {
exp(x[, c(1,5)] %=} c(1, -1))

### Simulation 2
set.seed (0)

C = 500

# Speicher

cover_weighted_gen = numeric(C)
len_weighted_gen = numeric (C)
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263 cover_target = numeric(C)

264 len_target = numeric(C)

266 for (b in 1:C) {
267 # D_test Testdaten
268 idx_test = sample(1:N, size = n_test, replace = FALSE)

270 # Erstellen won gemischten D_1 wund D_2
271 rest = setdiff (1:N, idx_test)

]
]

round (0.10 * n_pre) # 10) Anteil

274 _S = n_pre - n_T

276 idx_Source = sample(rest, size = 2%n_S, replace = TRUE, prob = w2(dat
.x[rest, 1))

277 idx_Source_pre = idx_Source[1l:n_S]

278 idx_Source_cal = idx_Source[(n_S+1) :(2*n_S)]

279

280 rest_T = setdiff (rest, idx_Source)

281 idx_Target = sample(rest_T, size = 2*n_T, replace = FALSE)

282 idx_Target_pre = idx_Target[1:n_T]

283 idx_Target_cal = idx_Target[(n_T+1) :(2*n_T)]

284

285 idx_pre = c(idx_Source_pre, idx_Target_pre)

286 idx_cal = c(idx_Source_cal, idx_Target_cal)

288 # Markiert ob Target oder Source

289 is_target_cal = c(rep(FALSE, n_S), rep(TRUE, n_T))

290
291 # Data Frames

292 D_1 = data.frame(dat.x[idx_pre, , drop = FALSE]); colnames(D_1)
paste0("X",1:p); D_1$8Y = dat.y[idx_prel

293 D_2 = data.frame(dat.x[idx_cal, , drop = FALSE]); colnames(D_2)
paste0("X",1:p); D_28Y = dat.y[idx_call

204 D_test = data.frame(dat.x[idx_test, , drop = FALSE]); colnames(D_test
) = pasteO("X",1:p); D_test$Y = dat.y[idx_test]

295 D_1_Target = data.frame(dat.x[idx_Target_pre, , drop = FALSE]);
colnames(D_1_Target) = pasteO0("X",1:p); D_1_Target$Y = dat.yl
idx_Target_prel

206 D_2_Target = data.frame(dat.x[idx_Target_cal, , drop = FALSE]);
colnames (D_2_Target) = pasteO0("X",1:p); D_2_Target$Y = dat.yl
idx_Target_call

298 # gewichteter split CP (verallgemeinert)

299 res_w = split.cp.general(D_l, D_2, D_test, alpha = alpha, w_func =
gw2, is_target_cal = is_target_cal)

300 lo_w = res_w$lower; up_w = res_w$upper

501 cover_weighted_gen[b] = mean(D_test$Y >= lo_w & D_test$Y <= up_w)

302 len_weighted_gen[b] = median(up_w - lo_w)

304 # ungewichteter split cp nur mit Target Daten
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res_T = split.cp(D_1_Target, D_2_Target, D_test, alpha, gewichtet =
FALSE)
lo_T = res_T$lower; up_T = res_TS$upper
cover_target [b] = mean(D_test$Y >= 1o_T & D_test$Y <= up_T)
len_target [b] = median(up_T - 1lo_T)
}
cat ("Durchschnittliche Ueberdeckung (gewichtet mit covariate shift,
verallgemeinert):", mean(cover_weighted_gen, na.rm=TRUE), "\n")
cat("Mittlere Intervalllaenge (gewichtet mit Shift, verallgemeinert):", mean(
len_weighted_gen, na.rm=TRUE), "\n")
cat ("Durschnittliche Ueberdeckung (ungewichtet ohne covariate shift, geringer
Datensatz):", mean(cover_target, na.rm=TRUE), "\n")
cat("Mittlere Intervalllaenge (ungewichtet ohne covariate shift, geringer
Datensatz):", mean(len_target, na.rm=TRUE), "\n")
#### Plots
library (ggplot2)
library (gridExtra)

### Ergebnisse aus Stmulation 1 zusammenfassen
dfl_cover = data.frame(

Wert = c(cover_unweighted,
cover_unweighted_shift,

cover_weighted_shift,
cover_unweighted_fewersamples),

Methode = factor(rep(c("Ungewichtet, ohne Shift",
"Ungewichtet, mit Shift",

"Gewichtet, mit Shift",

"Ungewichtet , weniger Kalibrierung"),

each = B))

)

means_df = aggregate(Wert ~ Methode, dfl_cover, mean)

## Histogramme Simulation 1
pl = ggplot(dfi_cover, aes(x = Wert)) +
geom_histogram(aes(fill = Methode),

alpha = 0.7, position = "identity", bins = 20, color = "black") +

facet_wrap ("Methode, scales = "fixed") +

geom_vline (data = means_df,

aes(xintercept = Wert, linetype = "Durchschnittliche Ueberdeckung"),

color = "black", size = 1) +

scale_linetype_manual (name = NULL,

values = c("Durchschnittliche Ueberdeckung" = "32")) +

scale_fill_manual (values = RColorBrewer::brewer.pal(length(unique (
dfl1_cover$Methode)), "Set2"),

guide = "none") +

scale_fill_brewer (palette = "Setl", guide = "mnone") +

theme_minimal (base_size = 14) +

labs(title = "Simulation 1:", x = "Ueberdeckung", y = "Haeufigkeit") +

theme (legend.position = "bottom")

grid.arrange(pl, ncol = 1)
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### Ergebnisse aus Simulation 2 zusammenfassen
# Reduziere Daten aus Simulation 1 auf C=500
cover_unweighted_C = cover_unweighted[1:C]

cover_weighted_shift_C = cover_weighted_shift [1:C]

df2_cover = data.frame (

Wert = c(cover_unweighted_C,

cover_weighted_gen,

cover_weighted_shift_C,

cover_target),

Methode = factor(rep(c("Ungewichtet, ohne Shift",
"Gewichtet, allgemeiner shift",

"Gewichtet, mit Shift",

"Ungewichtet , nur Target Daten"),

each = C))

)

means_df2 = aggregate(Wert ~ Methode, df2_cover, mean)

### Histogramme Simulation 2
p2 = ggplot(df2_cover, aes(x = Wert)) +
geom_histogram(aes(fill = Methode),

alpha = 0.7, position = "identity", bins = 20, color = "black") +
facet_wrap ("Methode, scales = "fixed") +

geom_vline (data = means_df2,

aes(xintercept = Wert, linetype = "Durchschnittliche Ueberdeckung"),
color = "black", size = 1) +

scale_linetype_manual (name = NULL,

values = c("Durchschnittliche Ueberdeckung" = "32")) +
scale_fill_manual (values = RColorBrewer::brewer.pal(length(unique (

df2_cover$Methode)), "Set2"),

guide = "none") +

scale_fill_brewer (palette = "Setl", guide = "none") +

theme_minimal (base_size = 14) +

labs(title = "Simulation 2:", x = "Ueberdeckung", y = "Haeufigkeit") +
theme (legend.position = "bottom")

grid.arrange(p2, ncol = 1)
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