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Kapitel 1

Einleitung

Die Spektralnorm von Zufallsmatrizen mit unabhédngig normalverteilten Ein-
tragen abzuschétzen und somit die GroBenordnung der Zufallsmatrizen einzu-
schétzen, ist ein Standardproblem der Wahrscheinlichkeitstheorie, wie etwa in
[Dav+01] und [Verl2] zu sehen ist, mit einigen Anwendungen. In dieser Ba-
chelorarbeit ,,zur Spektralnorm hochdimensionaler Gaufischer Zufallsmatrizen*
steht die obere Abschétzung des Erwartungswerts der Spektralnorm Gauf3scher
Zufallsmatrizen im Mittelpunkt. Der Begriff Gaufische Zufallsmatrix bezeichnet
in unserem Fall eine symmetrische Matrix X, deren Eintrége X;; = b;;g;; erge-
ben sich aus einem Skalar b;; und einer unabhéngig standardnormalverteilten
Zufallsvariable g;;. Das zentrale Ergebnis dieser Arbeit ist dabei der Satz 3.6,
welchen wir im dritten Kapitel formulieren, diskutieren und beweisen werden.
Dieser Satz entstammt der Arbeit Sharp nonasymptotic bounds on the norm of
random matrices with independent entries von Afonso S. Bandeira und Ramon
van Handel, [Ban+16, Theorem 1.1]. Dort wird auch noch eine Verallgemei-
nerung der Abschéatzung auf nicht-symmetrische, rechteckige Matrizen gegeben,
aber wir werden uns nur mit dem symmetrischen Fall beschéaftigen. Insbesondere
behandeln wir keinen rein asymptotischen Fall, indem wir uns nur die Grenz-
werte ansehen, wie etwa in [Bai+88] oder [Gem+80], sondern das Resultat mit
dem wir uns beschéftigen ist explizit auch im nich-asymptotischen Fall giiltig,
mit dem Ziel in einem moglichst allgemeinen Fall das Wachstum der Norm bis
auf universelle Konstanten korrekt zu skalieren. Wir werden sehen, dass die Ab-
schiatzung, die wir betrachten, unter milden Annahmen scharf und besser ist,
als einige bekannte Abschédtzungen, etwa nach [Pis03] und [Dav+01]. Fiir den
Beweis werden wir den Begriff des Gaufiprozesses, sowie die Sudakov-Fernique
Ungleichung und die Gaufl-Konzentration von Wahrscheinlichkeitsmaflen beno-
tigen. Deshalb werden wir uns im Kapitel 2 zunéchst mit diesen Grundlagen
befassen. Dabei gehen wir zuerst auf einige Eigenschaften der Spektralnorm ein
und kommen dann iiber die multivariate Normalverteilung zu Gaufiprozessen.
Damit werden wir dann die Sudakov-Fernique Ungleichung beweisen. Aufer-
dem werden wir uns mit der GauB-Konzentration von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben beschéftigen. Im vierten Kapitel betrachten wir weitere Eigenschaften der
Spektralnorm hochdimensionaler Gaufischer Zufallsmatrizen, indem wir neben
der oberen Abschétzung der Spektralnorm auch noch eine untere Abschétzung
finden und eine dimensionsfreie Abschitzung beweisen. Zudem werden wir uns
mit den Tails der Spektralnorm beschéftigen. Zum Schluss werden wir uns noch



zwei Beispiele ansehen, wie sich die Spektralnorm und deren Abschétzung in
Grenzfillen verhalten.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Teil mochten wir auf einige wichtige Grundlagen aus der Linearen Al-
gebra und Wahrscheinlichkeitstheorie eingehen. Dabei bewegen wir uns zumeist
im reellen euklidischen Vektorraum R™ mit dem Standardskalarprodukt.

2.1 Symmetrische Matrizen und die Spektral-
norm

Die Sétze zur Linearen Algebra in diesem Abschnitt orientieren sich an [Rol18].
Zunichst betrachten wir das Skalarprodukt:

Definition 2.1. Wir nennen die Abbildung

(=, =) R"XR" - R", (v,w)=v"w=>3 vw
i=1
das Standardskalarprodukt im R™.

Bemerkung 2.2. Figenschaften des Standardskalarprodukts.
Bilinearitat: Fur alle u,v,w € R™ und A\ € R gilt

(u 4+ v, w) = (u,w) + A(v, w)

(u, v 4+ Aw) = (u,v) + AMu, w).
Symmetrie: Fur alle v,w € R™ gilt
(v,w) = (w,v).
Positive Definitheit: Fiir alle v € R™ gilt
{(v,v) >0
und (v,v) = 0 genau dann, wenn v = 0.
Verschiebungseigenschaft: Sei A € R™*" eine Matrix, sowie A die transponierte

von A, dann gilt

(Av,w) = (Av)Tw=2v"ATw = (v, ATw).



2.1. SYMMETRISCHE MATRIZEN UND DIE SPEKTRALNORM

Aus dem Skalarprodukt ldsst sich eine Norm herleiten, da es auch um die
Spektralnorm gehen soll, definieren wir zunéchst den Begriff der Norm:

Definition 2.3. Sei V ein K-Vektorraum, K = R oder C. Wir nennen eine
Abbildung
I-:V—Rg

eine Norm, falls

1. (Definitheit)  fir alle v € V gilt ||v]| =0 < v =0.

2. (Absolute Homogenitit) fur alle v € V und A € K gilt || Av]| = |A|]v]].
3. (Dreiecksungleichung)  fiir alle v,w € V gilt ||jv + w| < ||v|| + |Jw]|-
Wir nennen das Paar (V, || - ||) einen normierten Raum.

Beispiel 2.4. Wir betrachten den Vektorraum R™ mit dem Standardskalarpro-
dukt, dann ist eine Norm gegeben durch

n 1/2
0= (01, yvn) = Iloll = V/{,0) = (Z) .

Wir nennen diese Norm auch euklidische Norm oder 2-Norm.
Notation: || - ||2-

Satz 2.5 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Wir betrachten die 2-Norm mit
dem Standardskalarprodukt auf dem R™, dann gilt

(v, w)| < [[oflf|w]-
Weiter betrachten wir eine Verallgemeinerung des Kosinussatzes:

Satz 2.6. Sei der R™ mit dem Standardskalarprodukt und der 2-Norm gegeben,
dann gilt fiir Vektoren v,w € R™

o —wll® = [Jv]|* + Jw]|* — 2(v, w).
Beweis. Wir rechnen elementar aus:

lv=wl® = (v—wv-w)=

v,v) — (v, w) — (w,v) + (w, w)
= (v,v) + (w,w) — 2{v,w) =

ol + flwl? = 2¢v, w).
O

Den Begriff der Norm auf allgemeinen Vektorrdumen koénnen wir auf Matri-
zen spezifizieren:

Definition 2.7. Seien V = K" und W = K™ zwei normierte Vektorrdume,

K = R oder C, mit Normen || - ||y und || - ||w, sowie A € K™*" eine Matrix.
Dann heif}t 1Az
Tl|w
[ A[] = max = max [[Az|w
220 zlly  felv=1

die nattrliche Matriznorm von A.



2.1. SYMMETRISCHE MATRIZEN UND DIE SPEKTRALNORM

Bemerkung 2.8. Die Matrixnorm erfiillt die Eigenschaften einer Norm:
Definitheit: Da || - ||y und || - ||w Normen sind folgt aus der Definition, dass
[|A|l > 0. Weiter gilt

A =0 < |JAz||=0 VzeK" & Ax=0 VzeK' & A=0.
Absolute Homogenitdt: Wir rechnen fir A € K

Nz %% M| Az w
2 = e DALY _ o ARATI
el el

Dreiecksungleichung: Fir A, B € K™*" gilt

[A+B|l = max |lAz+ Brlw < max |Az|w + | Brlw
< max Azl + max [Bylw = |A]+ ||

Und schliefllich folgt der Spezialfall der Spektralnorm, die im Mittelpunkt
dieser Arbeit steht:

Definition 2.9. Sei A € K"™*™ dann ist die Spektralnorm von A die von der
2-Norm abgeleitete natiirliche Matrixnorm von A:

141 = 14l = ma 102 — ]

lzll2  llzl=1

Aus Bemerkung 2.8 folgt dann schon, dass die Spektralnorm die Normei-
genschaften erfiillt. Im weiteren Verlauf werden wir noch einige wichtige Eigen-
schaften symmetrischer Matrizen und der Spur benétigen auf welche wir nun
eingehen.

Definition 2.10. 1. Sei A eine n x n-Matrix mit Eintrégen a;;, 1 < 4,5 < n,
dann nennen wir N
A=Y a
i=1

die Spur der Matrix A.
2. Sei weiter AT die transponierte Matrix von A, dann nennen wir A eine
symmetrische Matriz, falls A = AT.

Ein entscheidendes Resultat ist folgender Satz:

Satz 2.11 (Spektralsatz fir symmetrische Matrizen). Ist A € R™*™ eine sym-
metrische Matriz, so ist A orthogonal diagonalisierbar, insbesondere hat A nur
reelle Eigenwerte.

Zum Beweis siehe [Jan08, Kapitel 10.3].

Bemerkung 2.12. Die Spur ist invariant unter Basistransformation, d.h. fiir
eine n x n-Matrix A und eine invertierbare n x n-Matrix B ist

Tr(A) = Tr(B~'AB).
Eine symmetrische Matrix A ist stets selbstadjungiert, d.h.
(Av,w) = (v, ATw) = (v, Aw).



2.1. SYMMETRISCHE MATRIZEN UND DIE SPEKTRALNORM

Weiter ist dann
Tr(A) =X+ ...+ A\

Dies folgt direkt aus der Invarianz der Spur unter Basistransformation und dem
Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen.
Zudem gilt fiir eine symmetrische Matrix A, dass

(AA)T =ATAT = 44

und somit dass alle ganzzahligen Potenzen einer symmetrischen Matrix eben-
falls wieder symmetrisch sind. Zusammen mit den Potenzen der diagonalisierten
Matrizen B~!AB ergibt sich fiir p > 1

Tr(A”) = X + ... + L.

Wir moéchten noch auf den Zusammenhang zwischen Eigenwerten und der
Spektralnorm symmetrischer Matrizen eingehen.

Proposition 2.13. Sei A € R™"*" eine symmetrische Matriz mit Eigenwerten
A,y An, dann gilt fiir die Spektralnorm von A

[Allz = max{[As],..., [Anl}.

Beweis. Nach dem Spektralsatz fir symmetrische Matrizen kdnnen wir eine
Orthonormalbasis (v1,...,v,) des R™ zu den Eigenwerten Aq,...,\, von A
wahlen.
Wir zeigen zuerst || Al > max{|\1],...,|\.|}: Sei v;, 1 < i < n ein Eigenvektor
zum Eigenwert A; aus der Orthonormalbasis. Dann ist

Av; 2

” .IH = [[Nvillz = [Aill[vill2 = [l

l[vill2

Maximumsbildung liefert dann die gewiinschte Ungleichung.
Andererseits gilt auch || A2 < max{|A1|,...,[ ]} =t X\. Seiz =31 | a;v; € R™
mit ||z]]2 = 1 beliebig. Dann gilt

1=|z|3= H Zaivi , = <Zaivi,2aivi> = Z a;a;(v;,vj) = Za?.
i=1 i=1 i=1 ij=1 i=1

Damit ergibt sich

1
2

Azl = (<A$,AZL‘>)% = <<A1¥nlaivi,Al¥nlaivi>>

n n % n 2
= (< Z /\iaivi, Z )\Zalvl>> = < Z aiainAj <”UZ',’Uj>>
=1 i=1 %7

J=1
1 1
n 2 n 2 1
RAL (Z ang) < <Z a3A2> =(A\2)% =X\
i=1 i=1
Damit ist ||A||2 durch max{|A1],...,|A\n|} beschrankt und damit folgt die Be-
hauptung. O



2.1. SYMMETRISCHE MATRIZEN UND DIE SPEKTRALNORM

Lemma 2.14. Sei A € R" eine symmetrische Matrixz, dann gilt fir

Ay = sup (v,Av) wund A_:=— inf (v, Av)
veSn—1 veSn—1

dass
JAll = max{As, A_}.

Beweis. Analog zum Beweis von Proposition 2.13 kénnen wir eine Orthonor-

malbasis (v1,...,v,) des R™ zu den Eigenwerten Ay, ..., A, von A wihlen. Wir

setzen A := max{|\],...,|\n|}.

Fall 1: A ist positiv definit. Dann kénnen wir eine Matrix B so wéhlen, dass
2 = A und B ist symmetrisch mit Eigenwerten +/A1,...,v\,, Details siche

Bemerkung 2.27. Wir erkennen, dass

max{A, A} = sup [(0,Av)] = sup |(v, B%)|
’UESn71 1)6.92"71
- s;pl( <BU,BU>) = B2 = (max{VAL, ..., VA })?
veES™ T
== |All

Fall 2: A ist nicht positiv definit. Es nach Proposition 2.13

A= sup [(v, Av)]

vesSn—1

zu zeigen. Fir den Eigenvektor v, ||v|| =1, zu A gilt aber schon
<U7AU> = <’U, )\’U> = )\<U7U> =\

und somit ist

A< sup |{v, Av)|.
vesn—1

Andererseits gilt fiir € S*!
n

’< Z 7;: )\iaivi>

=1

{z, Az)| = ’< Zn: a;v;, A znjlaivl>

—!zaza] j(vivg)| O=F [Xa %A|<|2a2x|<A

1,j=1 1=1

und somit
A> sup [{v, Av)|.
vesSn—1

O

Weiter noch eine Definition von Graphen von der wir spater noch Gebrauch
machen werden.

Definition 2.15. Ein geordnetes Paar (V,E) der Mengen V und E nennen
wir Graph, dabei ist V' die Menge der Ecken und E die Mengen der Kanten.
Wir nennen (V, E) einen ungerichteten Graph ohne Mehrfachkanten, falls E eine
Teilmenge aller 2-elementigen Teilmengen von V ist.

Bemerkung 2.16. Topologisch kénnen wir einen Graph auch als einen CW-
Komplex der Dimension < 1 auffassen. Dann sind die 0-Zellen die Ecken und
die 1-Zellen die Kanten.



2.2. NORMALVERTEILUNG UND GAUSSPROZESSE

2.2 Normalverteilung und Gauflprozesse

Dieser Abschnitt orientiert sich an [Hol20]. Zundchst mochten wir wichtige Er-
kenntnisse aus der Wahrscheinlichkeitstheorie erwiahnen, welche wir spater noch
gebrauchen werden. Dies ist insbesondere die Jensensche Ungleichung und die
LP — Norm.

Satz 2.17 (Jensensche Ungleichung). [Bib+19, Satz 1.15] Sei (2, A,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum, I € R ein Intervall und X : Q — I eine integrier-
bare Zufallsvariable, dann ist E[X] € I. Falls ¢ : I — R konvez ist, so ist ¢(X)
quasiintegrierbar und es gilt

¢ (E[X]) <E[g(X)].
Weiter ist, falls ¢ strikt konvex und X fast sicher nicht konstant ist, sogar
¢ (E[X]) <E[p(X)].
Zum Beweis verweisen wir hier auf [Bib+19, Satz1.15].

Korollar 2.18. Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I € R ein Intervall
und X : Q — I eine integrierbare Zufallsvariable, dann ist E[X] € I. Fulls
¢ : I — R konkav ist, so ist $(X) quasiintegrierbar und es gilt

¢ (E[X]) = E[¢(X)].

Weiter ist, falls ¢ strikt konkav und X fast sicher nicht konstant ist, sogar
¢ (E[X]) > E[o(X)].

Beweis. Ist ¢ konkav, so gilt fir alle z,y € I, A € [0, 1]

oAz +(1—=Ny) > Ag(m)+ (1 —N)(y)
& —pAr+(1=Ny) < A=)+ (1= (—¢)).

Also ist —¢ konvex und wir kénnen die Jensensche Ungleichung anwenden:

—¢(E[X]) < E[-¢(X)]
& ¢[E[X]) = E[p(X)]

Der strikt konkave Fall folgt analog. O

Bemerkung 2.19. Wir definieren fiir eine Zufallsvariable X : € — R und
p > 1 mit E[|X|P] < co die £P-Seminorm von X als

1X || co = (B[ X[P])V/P.

Seminorm bedeutet in diesem Fall, dass die Normaxiome bis auf die Definitheit
gegeben sind. Dies gilt im Ubrigen auch fiir allgemeine Mafrdume (2, A, ).
Setzt man L := {f € LP|f = 0 fast sicher}, dann ist

LP(Q, A, ) = LP(Q, A, 1) [ LG(Q, A, 1)

sogar fir ||[f]||, ein normierter Raum.
Aus der Jensenschen Ungleichung folgt weiter, falls 0 < r < s und E [| X |*] < oo,
dann gilt E[|X|"] < co und

[X[er < [[X]lgs-



2.2. NORMALVERTEILUNG UND GAUSSPROZESSE

Kommen wir nun zu normalverteilten Zufallsvariablen, welche im Mittel-
punkt dieser Arbeit stehen. Wir beginnen mit dem univariaten Fall.

Definition 2.20. Wir nennen eine stetige Zufallsvariable X normalverteilt,
X ~ N(p,0?) falls X die Dichte- und Verteilungsfunktion

=

2 z T — 2
Jimo®) = sh=ow (~55) Faipe?) = = [ 5

hat. Weiter nennen wir X standardnormalverteilt, falls X ~ N(0,1). Dann
schreiben wir fiir die Dichte- und Verteilungsfunktion von X

2 xr
p@) = A=exp (-5), @)= A= [ eida.

Weiter betrachten wir den Fall der multivariaten Normalverteilung, welcher
uns hauptséchlich beschéftigen wird. Dazu fithren wir zundchst die charakteris-
tische Funktion als Hilfsmittel ein.

Definition 2.21. Fiir einen d-variaten Zufallsvektor X heif3t

ox(t) = gpy (1) = /

ei(t,x>d]P)X (.’L’) —-F |:€i<t,X>:|
Rd

die charakteristische Funktion von X.

Die letzte Gleichung in der Definition folgt aus der Transformationsformel.

Satz 2.22. Sei X ein d-variater Zufallsvektor, dann ist durch die charakteris-
tische Funktion px die Verteilung von X schon eindeutig bestimmit.

Zum Beweis siehe [Bib+19, Satz 1.37]. Und wir definieren die multivariate
Normalverteilung.

Definition 2.23. Wir nennen einen Zufallsvektor X = (Xy,...,Xg) " multi-
variat standardnormalverteilt, X ~ N(0, 1), falls die Koordinaten X7,..., X4
unabhéngig standardnormalverteilt sind. Dann hat X die Lebesgue-Dichte

—x"x/2 T
)

f(x):We x = (x1,...,2q)

und die charakteristische Funktion
ex(t) =e v V2 t=(t,...,ta)T

Weiter nennen wir einen Zufallsvektor X € R? multivariat normalverteilt, falls
i€ R4 und ¥ € R¥*? existieren, wobei ¥ symmetrisch und positiv definit ist,
so dass X die charakteristische Funktion

wx(t) _ eiuTte—tTZt/Q’ t € RY
hat. Wir notieren X ~ N(u, X).

Einen multivariat normalverteilten Zufallsvektor bezeichnen wir auch als
gaufischen Zufallsvektor. Nun folgen noch einige wichtige Eigenschaften der mul-
tivariaten Normalverteilung.

10



2.2. NORMALVERTEILUNG UND GAUSSPROZESSE

Satz 2.24. Wir betrachten den multivariat normalverteilten Zufallsvektor X =
(X1, s Xa) T ~ N(p, 2) mit p € R und © € R¥>4 dann ist die Lebesguedichte
von X fir x € R?

™) = sy o (g0 TE e ).

Satz 2.25. Wir betrachten wieder den multivariat normalverteilten Zufallsvek-
tor X = (X1,...,Xq9)" ~ N(u,2) mit p € R und ¥ € R4, dann gilt fiir
A c R ynd a € R, dass

AX+a~N(Ap+a, AXAT).
Beweis. Wir betrachten die charakteristische Funktion von AX + a fiir ¢t € R™:
E [ei(t,AXJra)] -F LeitT(Ax+a) — ¢itTag [pitT A)X
it agi(t' A)po—(tT A)S(ATE)/2

=€ (&

Dabei verwenden wir in der letzten Gleichheit, dass X ~ N(u, ). Die rechte Sei-
te entspricht aber schon der charakteristischen Funktion von N(Au+a, AXAT),
damit folgt die Aussage. O

Korollar 2.26. Ist X ~ N(0,1;), falls AX + u fiir A € R4 mit AAT =%
und p € R die charakteristische Funktion

ox(t) = eiuTte—tTEt/27 te R4
hat, so gilt AX+ p~ N(u,X).

Bemerkung 2.27. Sei die selbe Situation wie im obigen Korollar gegeben. Da
3 symmetrisch ist, existiert nach Satz 2.11 eine Spektralzerlegung

Y = Q diag(\1,...,Aq) QT, wobei @ eine orthogonale d x d-Matrix ist und
diag(A1,...,Aq) die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von 3 auf der diago-

nalen. Dann ist A = @ diag()\i/Q, ceey )\(;/2). Wir bezeichnen ein solche Matrix
A im folgenden auch als /2,

Proposition 2.28. Sei X, = (v,g) fir einen ein standardnormalverteilten
Zufallsvektor g € R%, g ~ N(0, 1), und v € R%. Dann gilt

Var(X,) = ||v]|?

und insbesondere X, ~ N (0, ||v]|3).
Ist weiter X, = (w, g) mit w € RY eine weiter Zufallsvariable, dann gilt

Var(Xy, — Xu) = ||v — w||?
und insbesondere (X, — X)) ~ N(0, |lv — w||3).
Bemerkung 2.29. Aus Proposition 2.28 folgt fir X, — X, direkt

| Xy — Xullz2 = Var(X, — X,)'/2 = v — w2

11



2.2. NORMALVERTEILUNG UND GAUSSPROZESSE

Beweis von Proposition 2.28. Nach Satz 2.25 folgt direkt, dass
X, =vg~N@T0,v"Iv), wobeiv' I;v = (v,v) = ||v||3, also X, ~ N (0, ||v]|2).
Fiir (X, — X.) gilt

Xy = X = (9,v) = (g,w) = (g,v —w) = Xy

wegen der Bilinearitdt des Standardskalarprodukts. Die zweite Aussage folgt
dann mit der ersten Teilaussage. O

Auf Basis der multivariaten Normalverteilung kénnen wir nun den Begriff
des Gauflprozesses definieren:

Definition 2.30. Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (E, &) ein
messbarer Raum. Dann nennen wir eine Familie von E-wertigen Zufallsvariablen
X = (X¢)ter mit X; : Q — E einen stochastischen Prozess mit Zustandsraum
(E, ). Dabei ist T eine beliebige Indexmenge, falls (E, &) = (R, B) ist, nennen
wir den Prozess reellwertig.

Definition 2.31. Sei X = (X});er ein stochastischer Prozess, dann nennen wir
fiir jede endliche Teilmenge {t¢1,...,t,} C T die Wahrscheinlichkeitsverteilung
P(th_thn) endlichdimensionale Randverteilung von X.

Definition 2.32. (nach [Hol20]) Ein (reellwertiger) stochastischer Prozess X =
(X¢)ter heilt Gaufprozess, falls alle endlichdimensionalen Randverteilungen
von X multivariat normalverteilt sind.

Im folgenden betrachten wir bestimmte Eigenschaften von Gauflprozessen
noch etwas genauer:

Definition 2.33. Wir betrachten einen reellwertigen stochastischen Prozess
X = (X¢)ter mit Indexmenge T'. Falls E [| X;|] < oo ist, so nennen wir m(t) =
E[X,], t € T, die Erwartungswertfunktion von X, sowie falls E [Xf] < 00 ist,
so heifit v(s,t) = Cov(Xs, Xy), s,t € T, die Kovarianzfunktion von X.

Satz 2.34. Durch die Erwartungswertfunktion und Kovarianzfunktion eines
Gauflprozesses sind die endlichdimensionalen Randverteilungen eindeutig be-
stimmd.

Beweis. Wenn wir die Erwartungswert- und Kovarianzfunktion wie in der vor-
herigen Definition mit m(¢) = E [X;] und v(s,t) = Cov(Xs, X;) notieren, dann

ergibt sich fiir die multivariate Normalverteilung (Xi,...,X,)" mit n € N,
t1 <...<t,und ty,...,t, €T, dass der Erwartungswertvektor
(E [th} ) [th])T = (m(tl)a ce 7m(tn)T

und die Kovarianzmatrix
(Cov(Xy,, X¢,))ij=1,...n = (V(ti, t5))ij=1,...m
ist. ]

Wir betrachten nun eine stochastischen Prozess X = (X;)ter mit E[X;] =0
fir alle t € T. Dann ist die Kovarianzfunktion

v(t, s) = Cov(Xs, Xi) = E[X: X,]

12



2.3. SUDAKOV-FERNIQUE UNGLEICHUNG

fiir t,s € T und wir definieren die £2-Norm der Inkremente des stochastischen
Prozesses als

d(t, s) = || Xy — Xl
fur t,s € T.
Beispiel 2.35. Wir betrachten wieder, wie in Proposition 2.28, den Zufalls-
vektor X; = (g,t) fiir einen multivariat standardnormalverteilten Zufallsvektor
g~ N(0,I;),g € R und t € T C R%
Dann nennen wir den X = (X;)ter den kanonischen Gaufiprozess.

Fiir alle ¢ € T gilt dann E [X;] = 0. Die Inkremente des kanonischen Gaufipro-
zesses sind nach Bemerkung 2.29

d(t,s) = | X — Xslle2 = [t — s]l2-
Weiter gilt fiir die Kovarianzfunktion

Y(t,s) =E[X; X,| =E[tTgg's] =t Iss = (t,s).

2.3 Sudakov-Fernique Ungleichung

Der Abschnitt orientiert sich an [Ver20]. Ein wichtiger Baustein im Beweis des
zentralen Satzes dieser Arbeit ist folgende Ungleichung:

Satz 2.36 (Sudakov-Fernique Ungleichung). [Ver20, Theorem 7.2.11] Seien

X=(X1,..,X) T undY = (Y1,...,Y,) ", X,Y € R", 2wei gaupsche Zufalls-
vektoren mit Erwartungswert 0. Weiter sei fir alle s,t € {1,...,n}

E[(X: - X,)?] <E[(Y; - Y5)?],

dann gilt
E {max Xl} <E {max Yz} .

1<i<n 1<i<n

Die Sudakov-Fernique Ungleichung bildet somit ein wichtiges Hilfsmittel um
die Maxima von gauflschen Zufallvektoren gegeneinander abzuschétzen. Die-
ses Resultat werden wir spater noch zur Abschétzung der Spektralnorm gauf3-
scher Zufallsmatrizen benotigen. Uber die endlichdimensionalen Randverteilun-
gen eines Gauflprozesses konnen wir diese Aussage spéter auch in eine Aussage
iiber Gauflprozesse umwandeln. Eine dhnliche Aussage bildet die Slepian Un-
gleichung, die allerdings noch eine weitere Voraussetzung hat:

Satz 2.37 (Slepian Ungleichung). [Ver20, Theorem 7.2.1] Seien (X¢)ier, sowie
(Yp)ier zwei Gaufprozesse mit Erwartungswert 0. Weiter sei fir alle s,t € T

E [Xf] =E [Yﬂ und E [(Xt — XS)Q] <E [(Yt — Ys)2] ,
dann gilt fiir jedes r € R

IP’{ sup X; > r} < ]P’{ supY; > ’I“}
teT teT

und insbesonders

E [sup Xt} <E {sup Yt] .
teT teT

13



2.3. SUDAKOV-FERNIQUE UNGLEICHUNG

Da wir nur die etwas allgemeinere Aussage der Sudakov-Fernique Unglei-
chung benétigen, werden wir nur diese beweisen, der Beweis der Slepian Unglei-
chung ist dem sehr dhnlich. Fiir den Beweis der Sudakov-Fernique Ungleichung
benétigen wir den Begriff der Gauflinterpolation. Dafiir betrachten wir zunéchst
folgendes Lemma zur partiellen Gauflintegration:

Lemma 2.38. [Ver20, Lemma 7.2.5] Sei X ~ N(0,%), X € RY, ein multi-
variat normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungswert 0. Dann gilt fir jede
differenzierbare Funktion f : R® — R, welche mazimal, wie auch ihre partiellen
Ableitungen, exponentiell wdchst, dass

EXf(X)] =%-E[Vf(X)].
Das maximal exponentielle Wachstum von f bedeutet, dass fir ¢;,co € R,

c1,cp > 0, 2 € RY gilt:

If(z)] < cre2l®l und fiir 1 <i <d ‘%(x)‘ < cre2llzll,

Wir betrachten fiir den Beweis zunachst den eindimensionalen Fall:

Lemma 2.39. Sei X ~ N(0,02) normalverteilt, dann gilt fiir eine differenzier-
bare Funktion f: R — R mit lim,_, 4 g(z)f(x) =0, wobei f(x) die Lebesgue-
dichte von X ist, dass
E[Xg(X)] = o’E[g'(X)].
Beweis von Lemma 2.39. Wir betrachten die Dichte von X
1 2

€Tr) = 6_#’
fz)=—
sowie die Ableitung
fla) =~ S5
0% o\/2m

und erhalten
o2 f'(x) = —af(x).

Nun wenden wir dies und partielle Integration an und erhalten:

FE[(X)] =0 [, (@) f(w)d
=0 (lg() F@] 2~ fy 9(@)f(w)de)
= — [y 9(@)o*f ()da
= Jy 9@)zf(z)dz = E [Xg(X)].

Dabei ist [g(z) f (x)]J_“;Z = 0, wegen der oben genannten asymptotischen Voraus-
setzung an g. O

Damit kénnen wir nun zum Beweis der partiellen Gauflintegration im mul-
tivariaten Fall kommen:

Beweis von Lemma 2.38. Sei X ~ N(0,%), X € R? gegeben. Wir notieren

X = (X1,...,Xq)", dann ist die Aussage aus dem Lemma fir 1 < i < d

dquivalent zu

E[X;f(X)] =) Cov(X;, X;)E %(X) => E[X;, X;|E %(X) ,
J J

j=1 =1

14



2.3. SUDAKOV-FERNIQUE UNGLEICHUNG

welches die komponentenweise Betrachtung der Matrixmultiplikation aus dem
Lemma ist. Die Kovarianz konnen wir wegen p = 0 umschreiben in Cov(X;, X;) =
E [X;X;]. Wir zeigen nun diese dquivalente Aussage. Wenn o? := Var(X;) > 0

ist, dann definieren wir den gauBschen Zufallsvektor X®) = (X { )7 . ,Xéi))—'—
fir 1 <j <dals

XJ(Z) = Xj — )\]Xz mit Agz) = ]E[)i%?xﬂ

Dadurch sind X; und X ]@ unabhéngig, denn
Cov(X;, X)) =B [X:X"] = E[X:X;] - A[o? = 0.
Weiter notieren wir
) = 47"-> v und erhalten = X0 4 x; 20,
A =D AT und erhal X = X0 4 x.2\0)

Wir betrachten zunéchst den Erwartungswert E; in X; fiir festes X @), Nun
kénnen wir die univariate partielle Gaufiintegration anwenden, welches wegen
der Wachstumsbedingungen an f moglich ist, und erhalten

t—Xi‘|

5f

Ei [Xif (X)] = B [ Xif (X9 + XiA®)| = 7K S+ ax0)

Wir nehmen an, dass

X1 f(XD + X2AD) und 2D + 2D

t=X;

iiber X integrierbar sind. Dann kénnen wir iiber X (9 integrieren, indem wir
den Satz von Fubini anwenden und erhalten
tXi]

Wir rechnen nun noch die partiellen Ableitungen auf der rechten Seite aus

of

5 (X +ex0)

E[X;f(X)]=E {Xif(X(i) + XMU))} = oK [

of

X@ 40
A

d d
= S0 DL (x4 x,30) = ZA(i)ﬁ(X(i)+Xi>\(i))
t=X; i—1 =1 J (%cj
und setzen diese ein

d n
E[X:f(X)] = 02E [Z AE”%(X“) +X¢>\(“)] =Y E[X;, X;]E {gj (X )}

und erhalten, was zu zeigen war. O

Mit der partiellen Gauflintegration kénnen wir die GauBinterpolation for-
mulieren, welche wir im Beweis der Sudakov-Fernique Ungleichung verwenden
werden. Dazu betrachten wir fiir eine (endliche) Indexmenge T, |T| = d, die
gauBschen Zufallsvektoren X = (X;)ier, sowie Y = (Y;)ier, X,Y € RY, welche

15



2.3. SUDAKOV-FERNIQUE UNGLEICHUNG

unabhingig sind. Dann definieren wir den gaufischen Vektor Z(u) € R? als jenen
Vektor, der mit

Z(u) = vuX +/1—-uY, uel0,]]

stetig zwischen X und Y interpoliert. Aus der Unabhéngigkeit von X und Y
folgt fiir die Kovarianzen die Interpolation mit 1 <1,j <d

Cov(Zi(u), Z;(u)) = E[Zi(u)Z;(u)]
= B [(VuX; + vI = uY) (ViX; + vI—uY;)]
=E[uX;X; + (1 —u)Y;Y)]
= uCov(X;, X;) + (1 —u)Cov(Y;, Yj).

Weiter gilt Z(0) =Y und Z(1) = X.

Lemma 2.40 (Gauflinterpolation). [Ver20, Lemma 7.2.7] Wir betrachten zwei
unabhdngige multivariat normalverteilte Zufallsvektoren X ~ N(0,Xx) und
Y ~ N(0,2y), X,Y € R, sowie die GaufSinterpolation

Z(u) == uX +1—uY, uel0,1]

Dann gilt fiir jede zweimal differenzierbare Funktion f : RY — R mit héchs-
tens exponentiellen Wachstum ihrer partiellen Ableitungen, wie oben beschrie-
ben, dass

d 2
gz = ;2_ (Conl X, ;) = Conl¥i V))E | 57 - (2(w)]

Beweis von Lemma 2.40. Wir berechnen mit der Ketttenregel komponenten-
weise die Ableitung

LB - 3 E[#2w)%]
= S B [ZL (2 & (ViX + VT=aY)
-+ SB[ e - (3% - o))

= %(Z E | XiEL(Z2w)] - z:lzl A Vil (Z(w))] )

Nun betrachten wir die beiden Summen einzeln. Zuerst

Y 5 [ratew)] = 3 Zeucon,
wobei 5
gi(X) = 8;; (VuX +vV1—uY)

ist. Dabei betrachten wir zunéchst den Term nur beziiglich X und bedingen auf
(festes) Y. Dann koénnen wir auf E [X;(g;(X))] die partielle gauische Integration

16



2.3. SUDAKOV-FERNIQUE UNGLEICHUNG

anwenden und erhalten

-

Il
-

E[X;(gi(X))] = 3 Cov(Xi, X;)E |42 (X))

J

‘Mﬁ

3, CoviXi X)E |7 (VaX + vI=uy) vl
—vimw&xm@%wwm

wobei der Faktor \/u durch das Ableiten hinzukommt. Dieses Ergebnis setzen
wir nun wieder ein:

M-
S

I
M=
S
N &=

d
LE|X; 2 (Z(u)| =
L7 g2, (4 (1))

s
Il
_

o
Il
s

Vit 3> Cov(Xi, X))E [ 5254 (Z(u))D

I
M=
g
=
2
B

VE [525 (Z(w)]

.
&,
Il
_

Wir haben zunéchst auf (festes) Y bedingt. Das 16sen wir nun wieder auf, indem
wir auf beiden Seiten den Erwartungswert iiber Y bilden, das Ergebnis bleibt
das Gleiche. Fiir die Y; ergibt sich analog

S B[N W] = S Co B [p2E (2]

1,5=1

Nun koénnen wir die beiden Summanden wieder zusammenfiihren:

B v zw)] )

[mz<<»} e

VX, X)E [afaf;] )]

LR[f(Z(u))] é(

(YHY)E [az 8:1:1 >
))E

d
=35 > (Cov(Xi, X;) — Cov(Yi, Y} {31 oz (£ ()

O

Mit der Gauflinterpolation kénnen wir nun die Sudakov-Fernique Unglei-
chung beweisen. Die zu beweisende Ungleichung ist

E [max XZ} <E {max YZ]
1<i<n 1<i<n

unter der Voraussetzung, dass X = (X1,...,X,)" und Y = (Vi,...,Y,)7,
X, Y € R", zwei gauflsche Zufallsvektoren mit Erwartungswert 0 sind und fiir
alle s,t € {1,...,n}

E[(X: — X,)?] <E[(Y; - Y:)?]

17



2.3. SUDAKOV-FERNIQUE UNGLEICHUNG

gilt. Dazu werden wir eine Funktion f betrachten, die das max;<;<, ; appro-
ximiert und zweimal differenzierbar ist, um dann

Ef(X)] <E[f(Y)]

mit der Gauflinterpolation abschétzen.

Beweis von Satz 2.36. Es reicht aus die Aussage fiir zwei gaufische Zufallsvek-
toren X = (X1,...,X,)" und Y = (¥1,...,Y,) ", X,Y € R", zu beweisen.
Zur Approximation des Maximums maxj<i<, ; der Vektoren betrachten wir
die Funktion

1 n
fola) = Flog o™
=1

fir ein 8> 0und z = (z1,...,2,)" € R Es gilt

r) — max z; fur 8 — oo
fﬁ( ) 1gi§Xn i 5 )

denn es gilt

n
_ 1 Bx; logn .

max x; < z) = =lo ePTt < max x; + — max x; fur 8 — oo.

1<i<n ' T folz) = 3 g; ~1<i<n B 1<i<n ' 2

Die linke Ungleichung folgt aus

1 1 -

! Bmaxi<i<n Ti 21 Bx;

1r£11_agxnasZ 3 oge <3 og Ele
i—

und der Monotonie der Logarithmusfunktion. Die rechte Ungleichung ergibt sich
durch das Einsetzen von maxi<i<, x; fiir alle z;:

n n
fﬁ (:17) — 1 log Z ebri < %log Z ePmaxi<i<n Ti — %1og (neﬁ maxi<i<n 11)
i=1 i—

B
1 1
= og” + %log (exp (ﬁ 1r£1i<xn xl)> = 1%1?531 T; + Ogn7

sowie aus der Monotonie der Exponentialfunktion. Als néchstes setzen wir in
die Gauflinterpolation ein und zeigen

LB a2 () <0
fir Z(u) = v/uX + /1 —uY. Daraus folgt dann, dass
Efs(Z2(0)] =E[fs(V)] = E[fs(X)] = E[f5(Z(1))]

und somit gilt fiir 8 — oo mit majorisierter Konvergenz

E{max Y,] EE[maX Xl},

1<i<n 1<i<n

was zu zeigen war. Die majorisierte Konvergenz diirfen wir hier anwenden, denn
aus den obigen Ungleichungen ergibt sich mit max (0, max;<;<n ;) + logn eine
Majorante fiir alle fg3.

18



2.3. SUDAKOV-FERNIQUE UNGLEICHUNG

Zeigen wir nun noch -LE [f(Z(u))] < 0: Fiir die partielle Ableitung von f in
definieren wir

of o (1 - _ efei
i = — —1 E B; N
pi(@) Ox;  Ox; (5 o8 = ‘ ) S efT’

Jj=

was wir mit der Kettenregel erhalten. Die zweite partielle Ableitung erhalten
wir mit der Quotientenregel

B ) .

92f _ of BT . ﬁeﬁm’-zjzl eP7i—ePri.gelvi

dz? — Ox; " Bz - n Bz ;)2
(5= e™)

Y (D Y S Cad s ) = B (pi(x) — pi(x)?
=B <( ;11 sz)2 (Z:Zleﬁzj)z ﬁ(pl( ) — pi(x) )

und falls ¢ # j ist, gilt

P _Of (e g
8%1-8.%] 8xj Zk 1eﬁzk - (2221 eﬂwk)Q = Di\T)D; .

Und wir beobachten, dass

e
j=1

n LI
e
d (@)= w— =1
i=1 i=1 Z 651]
j=1

ist. Wir multiplizieren beide Seiten zunéchst mit p;(z)

Zpi(f)]?j (z) = pi()
j=1
und subtrahieren p;(z)? und erhalten

> pil@)pi(2) = pile) — pi(2)*.

J#i

Damit kénnen wir nun -LE [f(Z(u))] mit der GauBinterpolation berechnen:

&EF@W)] =} i (Cov(Xi, X;) = Cov(Vi, Yi)E | 524 (2 w)]

-1 é (Cov(X, Xi) — Cov(Y;, Y2))E [8 (p: — p?)]
+3 3 (Cov(Xi, X;) — Cov(Y3, Y;))E [—Bpipy]

¥
<.

Il
[N]ey)
M=

(Var(X;) — Var(Yi))E[(;ipin)]
(COV(X“X ) — Cov(Y;, Y;))E [pip;]
(B [X?] - E Y] )E [pip;]
(E[XiX;] - E[Y;Y]] )E [pipj]

|
NN
i)
A

X
.

Il
S]]
Ny

*
<.

X
.

\
NN
Ny
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Wir kénnen -, (E [X?] — E [Y?] )E [p;p;] auch mit getauschten Indizes als
>is; (E[XF] —E[Y}7] )E[pip;] schreiben. Wir nehmen dann den Mittelwert
der beiden:

1
> (B[XZ]-E[?])Elpips] =5 3 (B [X7]+E [X7]-E [V?]-E [Y7] )E [pip;]
i#] i#]
Das setzen wir nun in die GauBlinterpolation ein und erhalten

WB(Z)] =5 3 B+ ERX] - B[] -EN7])E b))
1 3 (EIXX)) 2B VY] )E )]
=58 (E[X?] — 2B (X, X;] + E [X7]
—E [%%] +2E[V;Y)] - E [V?] )E [pip;]
=52 (E[(Xi — X;)?] —E[(Yi = Y5)?] )E[pip;] -

i#]

Nun miissen wir noch zeigen, dass fiir dieses Ergebnis -LE [f(Z(u))] < 0 ist.
Zunéchst ist nach Wahl von § > 0 auch g > 0. Weiter ist

eBTi pBr;
(Z?:l eﬁmj)Q

weil alle Terme im Erwartungswert positiv sind. Nun gilt nach Voraussetzung,
dass

E [pipj] = > 0,

E[(X: - X;)?] <E[(Yi-Y))?],

also ist
E[(X;-X;)’] —E[(Yi-Y)’] <0

und somit auch -LE [f(Z(u))] < 0. O

2.4 Gaufl-Konzentration

Dieser Abschnitt orientiert sich im Allgemeinen an [Bou+12]. In diesem Ab-
schnitt méchten wir auf die Gaufi-Konzentration und deren Auswirkung auf die
Abschétzung der Tails von Gaufiprozessen eingehen. Darauf aufbauend werden
wir einen Abschéatzung des 2¢-ten Moments sub-gaufischer Zufallsvariablen ken-
nen lernen. Bei der Abschétzung der Spektralnorm gaufischer Zufallsmatrizen
werden wir auf diese Ergebnisse zurtickkommen.

Definition 2.41. Eine Teilmenge T eines metrischer Raum mit Metrik (M, d)
heifit totalbeschrinkt oder auch prikompakt, falls es fiir jedes € > 0 eine endliche
Menge {t1,t2,...,t,} gibt, so dass

T C [ J{t € Md(t,t;) < e}
i=1
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Satz 2.42. [Bou+12, Theorem 5.8] Sei X = (X;)ier ein fast sicher stetiger
Gaujprozess mit Erwartungswert 0 und einer totalbeschrinkten Menge T. Wei-
ter sei Z = sup,cp X¢ und E[Z] < co. Falls

o? =supR [Xﬂ < 00
teT

ist, dann gilt fir alle w >0
P(Z - E[Z] > u) < e /%)

und o
P(E[Z] — Z > u) < e /(27),

Fiir den Beweis dieses Satzes benétigen wir die Ungleichung iiber die Gauf-
Konzentration fiir Lipschitz-Funktionen:

Satz 2.43 (GauB-Konzentration fiir Lipschitz-Funktionen). [Bou+12, Theorem
5.6] Sei X = (X1,...,X,)" ein multivariat standardnormalverteilter Zufalls-
vektor X ~ N(0,1I,,). Weiter sei f : R™ — R eine lipschitzstetige Funktion mit
Lipschitzkonstante L, d.h. ||f(z) — f(y)|| < L- ||z —y|| fiir z,y € R™. Dann gilt
fiir alle w >0

P(f(X) = E[f(X)] 2 u) < e/ LD,

Der Gaufl-Konzentration fiir Lipschitz-Funktionen liegen einige Erkenntnis-
se, wie etwa die Azuma-Hoeffding Ungleichung zugrunde. Deshalb méchten wir
hier auf einen Beweis der Ungleichung verzichten, Details siche [Bou+12, Theo-
rem 5.6].

Beweis von Satz 2.42. Zunéchst betrachten wir denn Fall, dass T endlich ist.
Zur Einfachheit nehmen wir an, dass T'= {1,...,n} ist, dann ist

X = (X1,...,X,)" und X ~ N(0,%) mit Kovarianzmatrix ¥. Wir notieren
©1/2 als die Quadrtawurzel von ¥, wie in Bemerkung 2.27 beschrieben. Sein nun
Y = (Y1,...,Y,)" ein standardnormalverteilter Zufallsvektor Y ~ N(0,I,,) im
R™, dann gilt nach Korollar 2.26, dass ©/2Y und X identisch verteilt sind. Wir
betrachten

f(Y) := max (ZY%Y);

1<i<n

und erkennen, dass f(Y") identisch verteilt ist zu max;<;<, X;. Falls wir zeigen
koénnen, dass die Lipschitzkonstante L von f durch o begrenzt ist konnen wir
die GauB-Konzentration anwenden. Dazu betrachten wir fir alle u,v € R™ und
1<i1<n

1/2
n n 2
’(21/2u) 21/2 ‘2(21/2) —’U])’ < Z(Zl/Z) ||U—UH,
j=1 j=1 I
wobei wir rechts die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung benutzt haben. Wir be-
obachten, dass (El/Q)ij fir 1 < i < n die i-te Zeile der Matrix ¥1/2 ist und

wegen der Symmetrie von X'/2 auch die i-te Spalte ist. Aus den Regeln der
Matrixmultiplikation und der Definition von £1/2 folgt

Z (21/2) = ¥;; = Var(X;) < max Var(X;) < 02’
= 1<i<n
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wobei die letzte Ungleichung nach der an X gestellten Voraussetzung gilt. Das
setzen wir ein und erhalten

[f(u) = f@)| = | max (32u); — max (S1/2v);]
< max |(Z1%u); — (0] < oflu—vl].
1<i<n

Damit ist f lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L = o. Dann ergibt sich aus
der Gauf}-Konzentration fiir Lipschitz-Funktionen fiir Z = max;<;<, X;, dass

P(Z —E[Z] > u) =P(f(z) —E[f(X)] > u) < e’/ (20%)
ist. Die Ungleichung
PE[Z]—Z >u) < e’/ (207%)

folgt aus Symmetriegriinden. Es bleibt noch die Ungleichung fiir eine beliebige
total beschrankte Menge T' zu zeigen. Dazu betrachten wir eine in T' dicht lie-
gende abzdhlbare Teilmenge D. Dann gilt wegen der Pfadstetigkeit von sup X4,
dass

7 = sup X; = sup X;.
teT teD

Also ergibt sich die Ungleichung aus dem Grenzwert

max X; > sup Xy =2 firn — cc.
1<i<n teD

Dazu bleibt noch zu zeigen, dass E[Z] auch existiert. Da maxi<;<p X; < maxi<;<; X;

fur k <1 gilt mit monotoner Konvergenz

E [max XZ} —E [sup Xt} =E[Z] firn— cc.
1<i<n teD

Aus der totalen Beschrianktheit von T folgt aber, dass auch E [max<;<, X;] fur
alle n beschréinkt ist und somit die Existenz des Erwartungswerts, welcher nach
Voraussetzung endlich ist. O

Damit haben wir ein erstes Resultat aus der Gau-Konzentration abgeleitet.
Wir moéchten noch auf einen weiteren Satz eingehen, bei dem direkt auffallt, dass
die gestellte Voraussetzung dhnlich dem gerade bewiesenen Resultat ist. Genau
mit diesem Zusammenhang werden wir spéater die beiden Satze verwenden.

Definition 2.44. Eine Zufallsvariable X deren Tails fir eine Konstante C' > 0
fir alle z > 0 die Ungleichung

P(|X|> ) <e @/
erfillen, nennen wir sub-gaufSsche Zufallsvariable.

Satz 2.45. [Bou+12, Theorem 2.1] Sei X eine sub-gaufische Zufallsvariable
mit Erwartungswert E[X] = 0. Falls fir ein v > 0 gilt

max(P(X > z),P(—X > x)) < e/ (20)
fir alle x > 0, dann gilt fir jede ganze Zahl ¢ > 1, dass
E [X?] < 2¢!(2v)? < ¢!(4v)4.
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2.4. GAUSS-KONZENTRATION

Beweis. Wir beweisen den Satz zuerst fiir den Fall v = 1 und schlieen dann
auf ein allgemeines v > 0. Da X2¢ > 0 ist und 22? monoton wachsend, sowie fiir
x = 0 ebenfalls 27 = 0 ist, gilt mit dem Tail-Integral des Erwartungswerts

E[x*] = E[X]*]
q- 2?7 1P{|X| > z}dz

Il
o go—g
[\

IA

2q - 12071272 /24y = 4q Ik 224 1te="/2qy.
0

Die Ungleichung folgt dabei aus der an X gestellten Voraussetzung. Zur Berech-
nung des Integrals setzen wir z = /2t und erhalten

(2t) 1 e tdr = 4¢2771 / ti et dt = 4¢277'T(q).
0

E [X*] = 4q

Nun nutzen wir, dass fiir eine ganze positive Zahl ¢ gilt I'(q) = (¢ — 1)! und
erhalten

E [X29] = 44277 'T(q) = 4¢277 ' (¢ — 1)! = 2¢!27 < ¢!47.

Damit ist der Satz fiir v = 1 gezeigt. Falls v # 1 normieren wir “= und erhalten

NG
E[X*] =E [(ﬁ\%)ﬂ =v'E 7

X\
() < v92¢127 < 2¢!(20)7 < ¢!(4v)1.

O
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Kapitel 3

Abschatzung der
Spektralnorm Gaufischer
Zufallsmatrizen

In diesem Abschnitt méchten wir uns mit der Abschatzung des Erwartungswerts
der Spektralnorm von Gaufischen Zufallsmatrizen befassen. Zentral ist dabei der
Satz 3.6, den wir im Folgenden zunéchst formulieren und dann beweisen werden.
Der zentrale Satz und der Beweis entstammen der Arbeit von Bandeira und van

Handel [Ban+16].

Definition 3.1. Sei X eine symmetrische n x n -Matrix mit Eintrédgen X;; =
U.9.v

gijbij, wobei die g;; '~ N(0,1) mit ¢ < j unabhéngig, identisch standardnor-
malverteilte Zufallsvariablen und die b;; gegebene Skalare mit ¢ < j sind.

Dafir definieren wir
0 1= max \/ﬁ (3.1)
J

04 = max |b;;|. (3.2)
ij

und

3.1 Abschitzungen der Spektralnorm

Zunéchst mochten wir auf einige bekannte Abschétzungen der Spektralnorm
gauflscher Zufallsmatrizen ohne diese zu beweisen eingehen. Spéter werden wir
dann feststellen, dass die Abschédtzung nach Bandeira und van Handel, auf die
wir im néchsten Abschnitt genauer eingehen werden, im Vergleich zu diesen
scharf ist. Als erstes betrachten wir aber das asymptotische Verhalten der Spek-
tralnorm von gaufischen Wigner Matrizen.

Definition 3.2. Wir nennen eine Matrix W ein gaufische Wigner Matriz, falls
in der Situation von Definitition 3.1 alle b;; = 1 sind.

Dann ist ein klassisches Resultat fiir gaufische Wigner Matrizen, dass unter
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3.2. ABSCHATZUNG DER SPEKTRALNORM NACH BANDEIRA UND
VAN HANDEL

milden Annahmen beziiglich der Momente

W
— —2
vn
fiir n — oo gilt, siehe [Bai+88].
Notation 3.3. Wir schreiben fiir zwei reelle Zahlen(folgen)

x <y

~ )

wenn
x<Cy

fiir eine universelle Konstante C' € R gilt. Weiter notieren wir
T =<y,
falls x <y und © 2 y.

Als néchstes geben wir eine nichtasymptotische Beschrankung der Spektral-
norm von || X||, wie oben definiert, welche als Konsequenz aus der nichtkommu-
tativen Khintchine Ungleichung von Lust-Piquard und Pisier [Pis03]. In unserer
Situation gilt:

Bemerkung 3.4. Sei X wie zuvor definiert, dann gilt

E[IIX]l] < ov/logn.

Diese Abschéitzung ist aber schon im simplen Fall einer gaulschen Wigner
Matrix nicht mehr scharf, denn dann ist o = \/n und somit E [|| X||]] < v/nlogn,
wobei die korrekte Skalierung E [|| X ||] < v/n ist. Eine weitere Begrenzung von
| X|| folgt aus einer Methode von Gordon, welche die Slepian Ungleichung fiir
Gaufiprozesse erweitert, siehe [Dav+401].

Bemerkung 3.5. Sei X wie zuvor, dann ist

E[IX[] S oxv/n.

Hier erscheint der Parameter o, natiirlich viel kleiner als o, wéihrend die
dimensionale Skalierung deutlich schlechter ist. Das féllt inbesonders bei Dia-
gonalmatrizen ins Gewicht.

3.2 Abschiatzung der Spektralnorm nach Band-
eira und van Handel

Wir betrachten die Abschatzung der Spektralnorm von gaufischen Zufallsmatri-
zen nach Bandeira und van Handel:

Satz 3.6. [Ban+16, Theorem 1.1] Seien X wie in Definition 3.1 und o wie in
(3.1), sowie o wie in (3.2) definiert. Dann gilt fir 0 < e < %, dass

a*\/logn> .

E[I X[ <(1+e) <20+ m
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Wenn wir die Notation nach 3.3 benutzen konnen wir den Satz auch wie

folgt formulieren:
E[IX]] S o +o0.\/logn

Diese Abschéitzung ist deutlich besser als die Ergebnisse 3.4 und 3.5, denn diese
sind die Grenzfélle der Abschidtzung nach Bandeira und van Handel: So gilt
nach den Eigenschaften von o und o, dass

1< 2 < n.
O x

Daraus schlielen wir, dass der Fall = < 1 schon minimal ist. In diesem Fall gilt

asymptotisch
E[|X]] S o+ o/logn = oy/logn.

Die Abschétzung der Spektralnorm nach Bandeira und van Handel entspricht
dann also jener der nichtkommutativen Khintchine Ungleichung, Bemerkung
3.4. Im nicht minimalen Fall ist die Abschétzung nach Bandeira und van Handel
jedoch besser. Betrachten wir den maximalen Fall = > \/n, so entspricht die
Abschétzung nach Bandeira und van Handel jener dle nach Gordon, Bemerkung
3.5, folgt und ist im nicht maximalen Fall besser:

E[IX]] £ oxv/n+ 0.y/logn

Somit spiegelt die Abschédtzung in diesem Sinne eine Interpolation zwischen
Bemerkung 3.4 und Bemerkung 3.5 wider.

Bemerkung 3.7. Wir werden in Kapitel 4 noch sehen, dass

E[|X|]] 2 0 + o«y/logn

ist, sofern wir bestimmte Bedingungen an die Koeflizienten b;; stellen. In diesem

Fall ist also
E[|X]|] < 0+ 0«/logn

und somit ist die Abschétzung scharf bis auf Konstanten.

Aus der Bemerkung und dem Vergleich zu den Abschiatzungen nach Khint-
chine und Gordon schliefen wir, dass die Abschdtzung nach Bandeira und van
Handel das optimale Ergebnis ihrer Art ist. Allerdings miissen wir feststellen,
dass Satz 3.6 nicht unbedingt scharf in Bezug auf die Konstanten ist, hier sind
bessere Ergebnisse denkbar.

Bemerkung 3.8. Die Abschitzung der Spektralnorm nach Satz 3.6 lasst sich
auch auf nichtsymmetrische rechteckige Matrizen verallgemeinern. Des Weiteren
sind auch Abschéitzungen ohne Einbezug der Dimension n moéglich. Dies werden
wir noch in Kapitel 4 betrachten.

Wir méchten noch betrachten, wie sich Satz 3.6 im Falle einer gauflschen
Wigner Matrix verhélt.

Beispiel 3.9. Sei W eine gaulsche Wigner Matrix, dann gilt in der Situation
von Satz 3.6, dass o, = 1 und o = /n. Es folgt

E[[WI] < (1 +¢)2vn+ o(vn)

flir hinreichend kleines €. Somit erhalten wir aus Satz 3.6 nicht nur eine scharfe
Abschétzung, sondern dieser gibt sogar das korrekte asymptotische Verhalten
(IW]|/+v/n — 2 wider.
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Kommen wir zum Beweis des Satzes 3.6, dazu bendtigen wir noch die fol-
genden drei Hilfsaussagen: Diese Aussagen benutzen eine r-dimensionale gauf3-
sche Wigner Matrix Y., also eine symmetrische r x r-Matrix mit unabhéngigen
N(0,1) verteilten Zufallsvariablen als Eintrégen Y;; = g;;, wobei g;; ~ N(0,1)
firallel1 <i<j<r.

Lemma 3.10. [Ban+16, Lemma 2.2] Sei'Y,. eine r-dimensionale gaufsche Wig-
ner Matriz, dann gilt fiir jedes p > 2, dass

E Y %)% < 2v7 +2y/2p.

Proposition 3.11. [Ban+16, Proposition 2.1] SeiY, eine r-dimensionale gaufs-
sche Wigner Matrix und X wie in Satz 3.6, dann gilt fir o, <1 undp € N

2 n 2p
E [T (X)) < e (Y20, ]
Dabei ist fir z € R die obere Gaulklammer [z] definiert als
[z] := min{k € Z|k > z}.

Lemma 3.12. Sei X eine symmetrische n x n-Matrix mit reellen Fintrdagen,
dann gilt firp>1
1
1X1) < (Tx (X%)) ™ <0 X|
bzw.
X2 < T (X2) < nf| X |2

Der Beweis des Satzes 3.6 ist nun mit dem Lemma 3.10 und der Proposition
3.11 recht direkt.

Beweis von Satz 3.6. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass o, = 1 ist und
schlieffen dann auf ein allgemeines o,:
Wir wenden Lemma 3.12 an und erhalten fir p > 2

i a
E[IX]] < E[Tr (X¥)7] <E[Tr (X))
Die zweite Ungleichung ergibt sich aus der Jensenschen Ungleichung, genauer

Korollar 2.18, denn fiir p > 1 ist = +— 27 konkav. Da 0. = 1 kénnen wir nun
Proposition 3.11 benutzen:

E [Tr (x2¢)] %

IN

(e O
= e E {Tr (Yﬁf’zw)} >

Wir wenden nun nochmal Lemma 3.12, sowie die Linearitét des Erwartungswerts
an:

1
2p nl/(2p) =
BT (V)| " < gttt (02 4+ Yo 7]
=nl/CrE (1Y o214011%7]

nt/(2p)
( (0-2] +p)1/(2p)
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Weiter kénnen wir nun Lemma 3.10 fiir 7 = [0%] + p anwenden (fiir p > 2):

1
nVEOE [||Vigo) 1 |] % <0G (20/To2T +p+2y/2p)

Als néchstes wihlen wir p = [alogn], mit [z] < x4+ 1, z € R, folgt

E(IX]] <n¥/@ (2y/[o7T+p+2v2p)
= nl/(2falogn]) (2 ([02] + [alogn])% +2(2]alognl])

=

< et/ (2 (o2 +alogn+2)% +2(2a10gn+2)%>
< el/(2a) 2U+2(alogn+2)% +2(2alogn+2)%) .

Dabei gilt mit der Monotonie der Exponentialfunktion

nl/(2|’a10gn-\) — exp(logn)l/@]—alogn]) < elogn/(Qalogn) — el/(Qa)-

Wir setzen e}/(2¢) = 1 4 ¢. Nach Voraussetzung ist € < % also muss a > 1 sein.
Fall 1: n > 2 und p > 2. Wir sehen 2 < 3log2 < 3alogn und rechnen

E[|X]] <e/Co 20+2(alogn+2)%+2(2alogn+2)%)

Nl=

< e/ (20 + 2 (alogn + 3alogn)% + 2 (2alogn + 3alogn)
= /29 (20 4 2 (4alog n)% + 2 (5alog n)%)

— 1/(20) (20 +2v/2(2a logn)% + 2\/5(2(1 logn) )
 el/20) (25 4 2(v2 4+ \@) (2alog n)%)

et/ (25 + 2.3 (2alog n)%)

= ¢e!/(29) (25 4 6 (2alog n)%)

)

[N

IN

(1+¢e)(20+6 (mlogn)

_ 6
=(1+¢) 204—\/@0*\/10@1 .

Dabei benutzen wir, dass o, = 1 ist, sowie die Aquivalenz

1/(2a) _— — 1
6/( )—]."‘E = 2@—@.

Fall 2: n=1. Dann ist X = (bg), wobei g ~ N(0,1) und |b| = 0. = o. Daraus
ergibt sich

E[IX]] =E[bllg] = oE[lgl] < o(1 +E [¢?]) = 20
S (1 +€) <20’ + \/logG(TE)U*VIOgn>
Dabei ist log1 = 0.

Fall 3: p=1. Mit der Wahl p = [alogn] folgt, da a > 1, schon dass n < 2. Den
Fall n = 1 haben wir bereits abgehandelt. Somit ist n = 2 und [¢?] = 1 oder
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[02] = 2. Das kénnen wir nun in (3.3) einsetzen. Zunichst fiir [0?] = 1:

AN

BN < (e [ () ]) = VETROF)
= \/E [9%1 + 9%2 + 921 + 922]
= \/E [9%1] +E [9%2] +E [9%1] +E [9%2]

=V4i=2=20<(1+¢) (20+\/m \/ogn>

Denn mit o, = 1 gilt schon o > 1. Ist nun [0?] = 2 gilt

1
n 2 2p 2 %
ENX] < (i [ (v, )]) 7 = GE [ (7))
(2E [g3) + g2 + 95 + 31 + 93> + 9Bs + 051 + 9o + 935])
2.0 — 6
3 \/5§20+m0*

o)

1
2

log2

IN

(1—1—5)( \/m

Damit ist der Satz fiir o, = 1 bewiesen.
Fiir ein allgemeines o, > 0 gilt, falls o, # 1 normieren wir X mit Ui Dann gilt
fir X = X' - 0., dass o, =1 von X’ ist. Wir rechnen

EfIX]] =E[]X o]
= o E [ X"l

<o.(1+¢) <20/ + \/Tlx/logn)
— !

=(14¢)(200.+ m «~VIogn
= (1+€) 20+m0*\/10gn>

2
. bi; .
Dabei ist ¢/ = max; (#) und somit
2
L AN
o 0 =maxy/o2| =L | =o.
i O«

Somit folgt die Behauptung auch fiir o, > 0. Fiir g, = 0 gilt

E[IX[]=0=(14¢) (20—1— a*\/logn> .

log(1+¢)

Aufgrund der Definition von o, iiber den Betrag ist o, < 0 nicht méglich. [

3.3 Beweis der Hilfsaussagen zur Abschitzung
der Spektralnorm

Nun méchten wir die Lemmata 3.10 und 3.12, sowie die Proposition 3.11 be-
weisen, welche dem Beweis von Satz 3.6 vorangegangen sind. Wir beginnen mit
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Lemma 3.10, in dessen Beweis eine ganze Reihe der zu Anfang besprochenen
Grundlagen einflief3t:

Um die Aussage des Lemma 3.10 zu beweisen gehen wir in drei Schritten
vor: Um die Ungleichung

E |V 2] % < 2v7 +2y/2p

zu zeigen iiberlegen wir uns zunéchst im ersten Schritt, dass auf der linken Seite
die L??-Norm von der Spektralnorm von Y, steht. Diese entspricht jedoch dem
betragsméaBig grofiten Eigenwert von Y., welcher der maximale Eigenwert A
oder das negative des minimalen Eigenwertes A_ ist. Somit kénnen wir diesen
Ausdruck mit der Dreiecksungleichung in zwei Teile aufspalten. Zur Abschét-
zung fassen wir dann im zweiten Schritt den einen Teil E [\ ] als das Supremum
eines Gauflprozess auf und schitzen diesen mit der Sudakov-Fernique Unglei-
chung gegen 2,/r ab. Den anderen Teil schitzen wir dann im dritten Schritt mit
Hilfe der Gau-Konzentration ab.

Beweis von Lemma 3.10. Schritt 1: Zunichst notieren wir

)\+ = sup <'U7Y7'U> , A= — inf <U,Y;’U>
vesr—1 veST—1

Dabei ist S™~! die Einheitsphére des R". Dann kénnen wir nach Lemma 2.14
schreiben
¥, | = max(Ap, A).

Da die Y;; = g;; als standardnormalverteilte Zufallsvariablen symmetrisch ver-
teilt sind, haben dann Y, und —Y, die gleiche Verteilung. Somit gilt

D
Ay = Yv) = — inf (v, =Y,v) = — inf (v, Y,0) = A_.
+ iglg(% v) =~ inf (v, ~Yv) = — inf (v, ¥,0)
Also sind A4 und A_ identisch verteilt und somit ist auch E[AL] = E[A_].
Dann kénnen wir mit der L?’-Norm, vgl. Bemerkung 2.19, in (a) (p > 2) und
der Dreiecksungleichung fiir die L?P-Norm in (b) schreiben:

E [max(Ay, A\_)%] 5

[ max(Ay, A)|l2p

IE [~ E D] o max(h, Aoy

[E AL+ T max(Ay, A) = E[A_]]l2p
EXy] + [[max(Ap, A-) —E A2

EA] + [max(Ay —E AL ], A —E[A])l2p

E [|Y,]2]%

—
s}
N

—~
=
=

I IAIA

Schritt 2: Wir befassen uns mit E [AL]:
Wir wissen, dass

B =E| sup (0.¥,0)

veSr—1

ist. Das mochten wir nutzen um E [AL] mit der Sudakov-Fernique Ungleichung,
Satz 2.36, abzuschitzen. Dazu fassen wir {(v, Y;.v)},eg-—1 als GauBprozess auf
und schitzen dessen Supremum gegen jenes des Gauflprozess {2(v, g)},egr—1
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ab, wobei g ein multivariat standardnormalverteilter Vektor im R" ist. Dieser
Gauflprozess entspricht dem kanonischen Gaufiprozess, Beispiel 2.35, mit Vor-
faktor 2. Um die Sudakov-Fernique Ungleichung anwenden zu kénnen miissen
wir die Voraussetzungen iiberpriifen und zeigen zunichst fiir v,w € S™!, dass

E [((v,Y,v) — (w, Y,w))?] <E[(2(v,9) - 2(w,g))’]

T

gilt. Wir schreiben v := (vy,...,v,)" , w:= (w1,...,w,)" und rechnen

E [((U, Y;"’U> - <w7er>)2]

S ()

Yi; ausklammern

2
= E (Z Yij (Uﬂ’j wiwj))
j

Durch das Ausmultiplizieren dieses letzten Ausdrucks erhalten wir mit der Li-
nearitdt des Erwartungswerts und da Y, symmetrisch ist

E{Z Vi (vivg — wiw;)? + 3 Yij Yii(vivy — wiw;) (vvi — wjw;)
7 i7i

+ > Y Vi (viv; — wiw;)(vevr — wkwl)}
i#k oder j#l

= E [Z Vi (vivy —wiw;)? | +E | 3 Vi (vivy — wiwj)2]
i i#j
+ E > Y Vi (viv; — wiw;) (vevr — wrwy)
i#k oder j#l
= Y (viv; — wiw;)’E [Y3] + 3 (viv; — wiw;)’E [V7]
i =
+ > (v —wiw;) (kv — wpw)E [Yi; Vi)
i#k oder j#l
= 2(vivy —wiwy)? + 3 (vivj — wiw;)? < 235 (vivy — wiw;)?
7 Y B

Dabei ist E [Yg] = 1, da Y;j ~ N(O,l), und ]E[}/”Ykl} = E[Yﬁ] . E[Ykl] = O,
weil die Y;; unabhéngig sind.
Wir betrachten unter Ausnutzung der Eigenschaften der Norm von v und w

> (viv; — wiw; )% = > V7UE — 20V wiw; + wiw;
ij

= Zl: v} <Xj:vg2> — 2vw; %:Uj%) +w} <Xj:w§>]

=3 (v — 2vw (v, w) + w;
= |lvll + llwll = 2{v, w){v,w) = 2 — 2(v, w)?.
und mit dem Kosinussatz, Satz 2.6, gilt
2o — w2 =2 (Jol]? + wll? — 20, w)) = 2(2 - 2(v, w)) = 4 — 4(v, w)

Nun erhalten wir die Aquivalenzen

20v—wl® = Y(vivj —wiw;)?
ij
& 4—4v,w) > ol + [Jwll = 2(v, w)?
& 2(v,w)? —4v,w)y+2 > 0
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Die letzte Ungleichung ist jedoch schon erfiillt, da das Polynom
222 — 4z + x = 2(z — 1)? nur eine (doppelte) Nullstelle bei x = 1 besitzt und
sonst grofer 0 ist, also gilt

22(”1‘%’ —wijw;)? < 4fjv — w].
ij
Weiter gilt nach Proposition 2.28, dass
E [(2(v, 9) — 2(w, 9))*] = 4E [((v, 9) — (w,9))?] = 4]lv — w]*.
Zusammen erhalten wir
E [((v, Yov) — (w, Y,w))?] < 2%(%7)]- — wyw;)? < 4llv — w|? 5.4
=E [(2(v, 9) — 2(w, 9))?]

Damit ist die oben genannte Voraussetzung gepriift. Es bleibt zu untersuchen,
ob beide Prozesse Erwartungswert 0 haben. Es ist

E[@,Y0)] =E | > vYiv; | => vio;E[Yi;] =0
ij ij
denn E [Y;;] = 0. Mit E[g;] = 0 gilt weiter

E[2(v,g)] = QZ%‘E [9:] =0

Also haben beide Prozesse Erwartungswert 0. Damit sind die Voraussetzungen
fiir die Sudakov-Fernique Ungleichung, Satz 2.36, erfiillt und wir kénnen diese
auf die endlichdimensionalen Randverteilungen der Gaufiprozesse anwenden. Es
gilt also fiir K € N und vy,...,v, € "1

B | o Vi) | < |y 200,91

1<i<k 1<i<k

Da ein Gaufiprozess iiber seine endlichdimensionalen Randverteilungen eindeu-
tig bestimmt ist und hier beide Gaufiprozesse sowohl stetige Pfade, als auch
eine total beschrinkte Indexmenge S”~! besitzen, kénnen wir zum Supremum
iibergehen (wie im Beweis von Satz 2.42) und erhalten

B| swp 0¥ < B| s 2(0)].

veST—1 veST—1

Weiter ist nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung (v, g) < ||v||||g||, weshalb gilt

sup 2(v,g) < sup 2[vllllgll = 2[g]l.
vesSr—1 vesSr—1

Zusammen erhalten wir

B =E| s (n¥0)| < B| s 20.0)] ~El2lol] < 207
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Dabei gilt die letzte Ungleichung wegen der Jensenschen Ungleichung und der
Linearitdt des Erwartungswerts:

] Jensen

ERlgl = 2E [\/oT+ .. 97| < 2VElF+... + ]
= 2E[@]+...+E[g2]=2V1+.. . +1=2r

r—mal

Die Jensensche Ungleichung diirfen wir hier so anwenden, genauer Korollar 2.18,
weil  — /z konkav ist.

Schritt 3: Es bleibt noch || max(Ay —E [Ay], A\- —E[A_])||2p abzuschétzen. Hier-
fiir verwenden wir die Gau-Konzentration. Dafiir benutzen wir zunéchst Satz
2.42. Wir betrachten wieder den Gaufiprozess {(v,Y;v)},cs--1 und berechnen
fiir w = 0 aus der Ungleichung (3.4)

E [(v, Y,v)?] < 4|jv]| = 4,

also ist

o?= sup E[(v,Y,v)?] <4.
veST—1

Zudem ist E [(v,Y,v)?] = 0, {(v,Y,v)},egr—1 fast sicher stetig, ST! total be-
schrankt und E [A;] < oo nach Schritt 2. Damit folgt dann aus Satz 2.42 fiir
x > 0, dass

Py —E[\ ] >2) <e @ /24

und

PE[N] - A >2) <e @ /29,
Zusammen erhalten wir

max(POy — E[\(] > 2), P(— (A —E[\]) > ) < e/,

Weiter gilt mit Ay —E [A] 2N -E [A_] die analoge Aussage fiir A_ —E [A_].
Dann folgt mit der Tatsache, dass E[Ay —E[A{]] =0,sowie E[A_ —E[A_]] =0
aus Satz 2.45 direkt schon (p > 2)

2p

B [max((s — B D)P, (0 —EA])?)] <pla-4)7 < (2¢/2p)

Dabei gilt die letzte Ungleichung, denn mit p > 2 und somit p! < pP folgt

2p

p'(4 . 4)p S ppgp — (4 . 2p)p = (21/2p>
Es folgt

| max(As —E ] A —ER_])ls 1
— (E [max((hs — ED?, (- —ED_])2)]) ¥ < 2y2p.

Insgesamt folgt somit die Behauptung:

E[|V,2]* = E[\]+ max(hy —ER_+], A —ED])ap
< 27 +2V2p.
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Damit haben wir die erste wichtige Hilfsaussage zum Beweis des Satzes 3.6
bewiesen. Nun folgt noch eine zweite Aussage mit der wir die Matrix X gegen
die Matrix Y, wie oben beschrieben, abschétzen kénnen:

Im Folgenden wird der Beweis von Proposition 3.11 gegeben. Dazu schreiben
wir in einem ersten Schritt zundchst E [Tr (X 2”)] als ein Summe aus und schit-
zen diese dann im zweiten Schritt dadurch ab, indem wir sie {iber bestimmte
Folgen von Kanten eines Graphen summieren. Diese Betrachtung iiber die Kan-
ten eines Graphen ist der entscheidende Schritt, der Rest geht dann recht ziigig.
Analog machen wir dies im dritten Schritt mit Y,.. Zuletzt fiihren wir im vierten
Schritt dann beide Ergebnisse zusammen.

Schritt 1: Der Beweis beginnt mit folgendem Lemma:

Lemma 3.13. Sei X wie in Satz 3.6 definiert, dann gilt fir p € N, dass

E [TI“ (X2p>] = Z buluzbu2u3 e buzpu1E [gu1u29u2u3 T QUqul] .

Beweis von Lemma 3.13. Wir betrachten zunéachst die n x n-Matrix C' mit den
Eintragen c;;, wobei 1 < 4,5 < n. Dann schreiben wir fiir ¢t > 2

Ct = (Cgﬁ))i,je{l,..‘,n}'

Dann sind die CE;') die Eintrige der Matrix C?. Diese kénnen wir dann nach den

Regeln der Matrixmultiplikation jeweils schreiben als:

n n n

(t) _ (t=1) _ (t—2)
Cij = Z CiuaCppj = = Z Ciug Z CuzuzCyyj

ug:l ’LL2:1 U3:1
n n n
= Z Ciuy Z Cupug " ° Z Cuy_qusCuyj
uz=1 uz=1 ur=1

= Z Ciug Cuzug " " Cuyj

uz,eue €41, ,n}

Damit ergibt sich fiir die Spur von C*

n
Tr (Ct) = Z Z CiILQCUQU3 e Cuti
s R S B

CurusCusuz " Cuyuy

u,..ou€{1,...,n}

Wir setzen nun C' = X mit ¢;; = b;;g;;, sowie ¢ = 2p und erhalten mit der
Linearitdt des Erwartungswerts

E [TT (sz)] =E Z bu1uzgu1u2 bugugguzug e bugpul gugpul
uy,...,u2p€{1,...,n}
= Z bulugbugug e bugpu1E [guluzgugug e gugpul] .

UL yeensU2p€{ 1,00 ,m}
O

Damit haben wir nun E [Tr (X 2p)] aus der Proposition 3.11 in eine Form
gebracht, welche wir gut bearbeiten kénnen. Um dies zu tun, betrachten wir die
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rechte Summe aus Lemma 3.13 als Summe von geschlossenen Kantenfolgen im
(ungerichteten) Graph, vgl. Definition 2.15,

G, = Vo, Epn), Vi ={1,...,n}, E, = {{u;, ujHu;,u; € V;,}

Um die geschlossenen Kantenfolgen in der Summe verwenden zu kénnen defi-
nieren wir diese als
- 2
u = (ug,...,uz) € V7P

Dann betrachten wir u als die geschlossene Kantenfolge
UL —> Uy = -+ = U2p —> UL

der Lénge 2p. Diese hat dann die Kanten ujug, ugus, ..., ugpu;. Somit kénnen
wir die Indizes der b;; und g;; auffassen als Kanten von u und schreiben mit
dem Ergebnis aus Lemma 3.13:

E [TT (XQP)] = Z buluzbu2u3 T buzpulE [gu1u2.guzua T 'guzpul} .

uev;zr

Man beachte dabei, dass bei den Kanten selbst keine Richtung vorgegeben ist,
es sind also die Kanten u;u; und u;u; gleich fiir 1 < ¢, < n. Dies ist hier
niitzlich, da die Matrix X (und auch spéater Y,) symmetrisch ist, also ¢;; = g;i,
bzw. fiir die b;; ebenso. Das benutzen wir némlich jetzt, wenn wir die Anzahl
der verschiedenen Kanten, die i-mal durchlaufen werden, definieren, wie auch
danach, wenn wir iiber eine gerade Anzahl Kanten sprechen.

Wir definieren also n;(u) als die Anzahl der verschiedenen Kanten ugu;, die
genau ¢-mal von u durchlaufen werden. Dabei ist egal ob eine Kante als uxuy
oder wjuy durchlaufen wird. Das nutzen wir jetzt, indem wir fir jeden Sum-
manden zundchst E [gulu2 Juous * qupuJ betrachten. Wir stellen fest, dass die

u.t.v

gij ~ N(0,1), ¢ < j, unabhéngig sind, wir diese also als das Produkt der Er-
wartungswerte schreiben kénnen. Dabei ist zu beachten, dass, falls die g;; = g;;
identisch sind, diese nicht unabhéngig sind, also nicht als Produkt der Erwar-
tungswerte geschrieben werden diirfen. Insbesondere ist X symmetrisch. Des-
halb spielt die Richtung einer Kante auch keine Rolle. Wir erhalten somit

Z bulugbugug o bugpulE [guluzquug U guzpul]

uevzr
= 2 buiusbuzus buzpm H (E [gi])ni(U) .
ueV,2? i>1

Dabei misst ¢, wie oft ein gg; vorkommt, und n;(u) gibt, wie zuvor definiert, an,
fiir wie viele gy; das gilt. Da die g;; identisch verteilt sind, kénnen wir bei der
Erwartungswertbildung fiir diese ein g ~ N(0, 1) verwenden.

Um weiter fortzufahren betrachten wir nun u genauer und definieren:

Wir sagen, dass u gerade ist, falls jede Kante genau in einer geraden Anzahl
von u durchlaufen wird, d.h. falls ¢ ungerade ist, muss n;(u) = 0 sein.

Ist nun u nicht gerade, so gilt mindestens fir ein ¢, dass n;(u) # 0 und somit

[TEED"" = EL)" " TLEE)"™

i>1 J#i
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Da nun aber g ~ N(0,1) ist, und die Normalverteilung achsensymmetrisch an

der y-Achse ist, ist (IE [gi])m(u) = 0. Es folgt somit, dass nur die geraden u
berticksichtigt werden missen:

E [TI‘ (XQZD)] — Z bU1UQbUQU3 . buzpu1 H (E [gzjl)nl(u) .
UGV,?p,u gerade i>1

Wir fassen nun die verschiedenen Kantenfolgen gleicher Form zusammen: Sei
u eine geschlossene Folge von Kanten, dann definieren wir s(u) als sie Form
von u, indem wir u nach dem Zeitpunkt des Auftretens der einzelnen Ecken
reskalieren.

Beispiel 3.14. o Wir betrachten die geschlossene Kantenfolge
u; = (5,6,8,9,7,9) € V.6 mit n > 9. Dann kénnen wir u; schreiben als

5—=6—=8—=9—=7—=9—=5.
Das ergibt die Form s(u,) von us
1-2=23—-4—=5—=4—=1
Es gilt weiter n1(u;) = 4 und no(uy) = 1, somit ist u; nicht gerade.

o Wir betrachten die geschlossene Kantenfolge us = (4,6,8,1,8,6) € V¢
mit n > 9. Dann kénnen wir us schreiben als

4—-6—-8—=1—-8—=6—4.
Das ergibt die Form s(u;) von uy
1-2=23—-4—=3—=2—=1
Es gilt weiter n1(u2) = 0 und na(uz) = 3, somit ist us gerade.
e Seiuz =(9,3,5,2,5,3) € VI eine weiter Kantenfolge
9—+3—-+5—-2—-5—-3—09,

dann ist s(u;)
1-2—-3—-24—-23—-2—1

und somit habe up und us die gleiche Form s(u,) = s(u,).

Wir beobachten, dass

[TEL)""

i>1

nicht mehr von u selbst abhéngt, sondern nur noch von der Form s(u) von u.
Dies ist so, da g unabhéngig von den einzelnen u;u; ist und die Anzahl, wie oft
bestimmte Kanten durchlaufen werden, nur von der Form abhéingig ist, wie in
folgendem Lemma gezeigt wird:

Lemma 3.15. Sei u € V.’ mit Form s(u) = s, wobei p,n € N, dann gilt
ni(u) = ni(s)

fir alle i > 0.
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Beweis von Lemma 3.15. Sei u € V2P mit
u = (ug,... ugp) € V2P
und sei s(u) = s die Form von u mit
s:=(1,82,...,52p),

wobei die s, ..., g, die nach dem Zeitpunkt des ersten Auftretens reskalierten
Ecken sind. Wir schreiben

Up —> Uy —> -+ —> U2p —> U1,

sowie
1—59 = =59, =1

und erkennen, dass in der reskalierten Formschreibweise die Kante ujus, genau
der Kante 1ss, und ususder Kante sos3, usw. entspricht. Wir schlieffen, wenn
die Kante ujus genau i-mal vorkommt, dass dann auch die Kante 1s, genau
i-mal vorkommt, wenn die Kante usus genau -mal vorkommt, dass dann auch
die Kante sos3 genau i-mal vorkommt, fiir die weiteren Kanten analog. D.h.
es gibt jeweils genau gleich viele Kanten, die i-mal besucht werden fiir jedes .
Somit ergibt sich n;(u) = n;(s) fur alle 1. O

Nach diesen Uberlegungen lisst sich die Aussage auf die Formen gerader
Kantenfolgen der Lange 2p zuriickfithren, diese definieren wir als:

Sop = {s(u)|u ist gerade Kantenfolge der Linge 2p}
Damit kénnen wir jetzt von n;(s) sprechen fir s € S,,. Es ist also
i1y i (u) i1y (s)
ITELD™ =TT E[s])
i>1 i>1

fir alle u mit Form s.

Um dies nun in der Summe iiber alle u schreiben zu kénnen fiihren wir noch
den Begriff der Menge aller geraden Kantenfolgen mit der Form s € S, ein, die
an einer bestimmten Ecke u € V,, starten:

Iy ={uecV,|s(u) =s,u; =u}.

Damit kénnen wir schreiben

E [Tr (XQP)] = ) Z bu1u2buzu3 e buzpu1 H (E [gi])ni(U)
ucV,;? u gerade i>1 (35)
= Z E H (E [gi])m(S) Z bUUzbu2u3 e buzpu-
u€e{l,...,n} s€S2, i>1 u€ly

Damit haben wir die linke Seite in eine Form gebracht, die wir gut abschétzen
kénnen. Das tun wir in den néchsten beiden Lemmata mit denen der Beweis
der Proposition 3.11 dann sehr ziigig gehen wird. Davor fithren wir noch einen
Begriff ein, den wir im néchsten Lemma bendtigen:

Sei s = (s1,...,82p) € Sap eine Form von Kanten, dann definieren wir

o) = i,
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als die Anzahl der verschiedenen von s durchlaufenen Ecken. Man beachte, dass
bei obiger Notation eine Kante, die bereits durchlaufen wurde den ersten Index
bei dem sie Auftritt auch fiir ihr weiteres Auftreten behéalt.
Weiter definieren wir fiir eine Ecke u und eine Form s = (s1, ..., s3p) € Sa, den
Zeitpunkt

i(k) := inf{j|s; = k}

an dem die k-te unterschiedliche Ecke das erste mal erscheint. Aus der vorherigen
Definition von m(s) resultiert, dass 1 < k < m(s). Zudem ergibt sich, dass
i(1) = 1 per Definition.

Beispiel 3.16. Wir betrachten wieder die geschlossene Kantenfolge
u; = (5,6,8,9,7,9) € V.S mit n > 9 mit der Form

1-2=23=24—=25—-4—=1
und erkennen, dass m(s(u,)) = 5, sowie i(k) = k fiir alle 1 < k <5.
Schritt 2: Nun schitzen wir die fiir die Spur beschriebene Summe ab:

Lemma 3.17. Sei o, <1, dann gilt fir jedes u € {1,...,n} und s € S, dass

Z buwsbuzug *  bugyu < g2(m(s)=1)

ucly

Insbesondere gilt dann auch

E [Tr (XZP)} <n Z g2(m(s)—1) H (IE [gi])ni(S) _

5€Ss, i>1

Beweis von Lemma 3.17. Fall 1: m(s) > 2. Wir betrachten eine Kantenfolge
u € I's 4. Da u die Form s € Sy, hat und s gerade ist (wie zuvor iiberlegt),
muss jede Kante, die durchlaufen wird, mindestens zweimal durchlaufen werden.
Insbesondere gilt das dann auch fiir jede Kante {u;(x)—1, %)} fiir ein 2 <k <
m(s). Zudem muss die Kante {u;(x)—1,u)} sich von allen vorherigen Kanten
{ui@y—1, wiy} mit I < k unterscheiden, da wie oben definiert, die Ecke u;(y zu
diesem Zeitpunkt das erste Mal auftritt, weil i(k) ja genau der Index des ersten
Auftretens der k-ten unterschiedlichen Ecke ist. Mit max;; |bij| = o0, < 1 konnen
wir abschétzen

2 2 2
Z b“u2b"2u3 bu2p" < Z Uj(2) “Ui(3)—1Uq(3) bui(m(s))qui(m(s))
uely uely
2 2 L B2
uUv2 s . . Vi(3 Vg. U (s
V200 U () UV A0 fiiE 0] (o =T

denn mit o, < 1 sind alle héheren Potenzen ebenfalls kleiner/gleich. Die zweite
Gleichheit gilt, da die obere Summe nur noch von der Form und den Kombina-
tionsmoglichkeiten abhingt. Weiter ist s;x)—1 < k per Konstruktion und somit

auch nur von den u,va, ..., vr_1 abhingig. Auflerdem ist durch die feste Form
auch schon festgelegt, welches s;)—1 € u,v2,. .., vk_1 gesetzt werden muss. Das
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fiithrt zu folgendem Ergebnis:

2 2 2

UV2 Vs, 5y 4 Vi(3) Vsi(m(s))—1 Vm(®)

V2,005 Um (s) WAV £V, flr i7]

— 2 2
- Z buvg( Z bvsi(3)7lvi(3)

uFva v3,UFV3F V2
> G )
Vs, U
U (s) »UFEVm (s) £V; fir j<m(s) Titm(e) =1 T ()
S 0'2(0'2 e (0'2)) = 0'2(m(s)71)
—_———

m(s)—1-mal

Dabei gilt die Ungleichung, weil jedes > vz, <o’ per Defi-
v uFVEFv,; fur i<k i(k)—1
nition von ¢2 und weil, wie oben beschrieben, 8i(k)—1 schon durch die vorherigen
U, Va,...,V_1 festgelegt ist.
Fall 2: m(s) = 1. Dann gilt schon, da nur eine Ecke/Kante immer wieder durch-
laufen wird,
Z buuzbuzus U buzpu =0k <1=0"= O_2(m(s)—1)7

uu —
uecls 4

denn |by,| < 0. = 1.
Damit ist der erste Teil des Lemmas gezeigt, der zweite folgt durch Einsetzen
in die Gleichung (3.5):

E [Tr (XQI))] = Z Z H (E [gi])ni(S) Z buluzbuzug T buzpul

u€{l,...,n} s€S2p i>1 u€ly y
< 5 Z 02(m(s)71)H(E [gq)ni(s)
uwe{l,..., 71}5652p i>1

unabhéngig von u

—n Y o2mE&-D ] (E [giD"i(s)
i>1

SES2y

O

Schritt 3: Um die Proposition 3.11 beweisen zu kénnen benétigen wir noch
eine analoge Abschéitzung fir die Matrix Y;., welche in der Proposition 3.11
ebenfalls auftritt.

Lemma 3.18. Sei Y, wie in Proposition 3.11 definiert, sowie v > p, dann gilt

E[Tr(Y2)]=r Y (r—1)(—2)--(r—m(s)+ )] (E [gi])"i(s).

5€ Sy i>1

Beweis von Lemma 3.18. Wir erkennen zunéchst, dass Y,. ein Spezialfall von X
aus den vorherigen Uberlegungen mit n = 7 und b;; = 1 fiir alle 1 < 4,5 < r ist.
Also gilt Gleichung (3.5) fur Y;:

E[Tr(v?)] = ¥ ¥ IHEGED"™ T buwsbusus - busyun

ue{l,...,n} s€S2p i>1 u€elys ,
oYy HEE)TT
s€Sap ue{l,..., n}u€ly , i>1

= 3 Hue{l,...,r}?:s(u) =s}| ] (E [gi])ni(s)

SESap i>1
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Als néchstes bestimmen wir nun [{u € {1,...,7}?? : s(u) = s}|. Dazu iiberlegen
wir uns, dass jede geschlossene Folge von Kanten {u € {1,...,7}?? der Linge
2p und der Form s(u) = s schon durch seine m(s) verschiedenen Ecken in der
Reihenfolge des ersten Auftretens hinreichend bestimmt ist.

Um [{u € {1,...,7}?" : s(u) = s}| zu bestimmen, geniigt es also alle mdglichen
Kombinationen des ersten Auftretens einer Ecke aufzuschreiben. Dabei beachten
wir, dass, wenn eine Ecke das erste Mal auftritt, diese nicht noch einmal zum
ersten Mal auftreten kann. Falls nun m(s) < r ist, gilt fiir ein s € Sy,

Hue{l,...,r}*:s(u) =s}| =r(r—1)---(r —m(s) + 1)

Die Bedingung m(s) < r ist erfiillt, denn jede gerade Kantenfolge der Lange 2p
kann maximal m(s) < p + 1 verschiedene Ecken durchlaufen. Mit der Voraus-
setzung p < r gilt dann m(s) < p+ 1 < r. Wir setzen ein:

E[Tr (V)] = 3 Hue{l...r}*:s(w)=s}/T] (B [g])™®

s€Sap
= > rr=1-(r—m(s)+1) ] (E[g])
S€S2p i1
i1\ni(s)
=r 3 (r=1( =2 (r—m(s)+1) [T (E[¢'])"
SE€S2p i>1
Das r kénnen wir ausklammern, da m(s) > 1 fiir alle s € Sy, O

Schritt 4: Nun kommen wir mit den Ergebnissen der Lemmata 3.17 und 3.18
zum Beweis von Proposition 3.11:

Beweis von Proposition 3.11. Zur Erinnerung: fiir o, < 1 mochten wir zeigen
2p n 2p
E [Tf (X )} < [02] +pE [TY (YWHPH '

Dazu fixieren wir ein p € N und setzen r = [¢2]+p. Folglich gilt fiir I < m(s)—1,
dass
r—1>r—m(s)+1>c*+p—m(s) +1,

denn 0% +p < [0?] +p = r. Es folgt
(r—1)(r—2)(r—m(s)+1) > (62 +p—m(s) + 1)"E 71 > g2mE)-1

Die zweite Ungleichung gilt, denn p—m(s)+1 > 0, weil jede gerade Kantenfolge
der Lange 2p maximal m(s) < p + 1 verschiedene Ecken durchlaufen kann. Mit
diesem Ergebnis und mit Lemma 3.17, welches wir anwenden kénnen, da o, < 1,
folgt

E [TI" (X2p)} <n E g2(m(s)—1) H (E [gi])ni(s)

s€S2y, i>1
=n ezs: (r=1(r—2)---(r—m(s)+1) 1;11 (]E [gi])"i(s)

1B [T (120
2p
BT (Y%,
Zudem haben wir Lemma 3.18 benutzt, dieses konnen wir benutzen, weil

r = [0%] + p > p. Im letzten Schritt haben wir noch das r, wie am Anfang
gewdhlt, ersetzt. O

[o2]+p
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Damit haben wir zwei wichtige Hilfsaussagen fiir den Beweis des Satz 3.6
bewiesen. Zu Beginn des Beweises von Satz 3.6 benutzen wir noch, dass ebenfalls
zuvor formulierte Lemma 3.12. Dessen Aussage

1
1XI < (T (X*)) % <02 | X|
fir X als symmetrische n x n-Matrix méchten wir nun beweisen:

Beweis von Lemma 3.12. Da X symmetrisch ist, ist X nach dem Spektral-
satz fiir symmetrisch Matrizen orthogonal diagonalisierbar mit Eigenwerten
ALy -5 An € R, Somit gilt nach Proposition 2.13, dass

IX|| = max |\

1<i<n
Weiter gilt nach Bemerkung 2.12, da X symmetrisch ist, auch, dass X2P sym-
metrisch mit Eigenwerten /\fp s> A2 ist. Deswegen gilt auch
n
Tr(X?) =3 AP
i=1

Mit der Ungleichung

n
max |\ < Z/\?p < n max |\|*?
1<i<n et 1<i<n

folgt schliefllich

1

n 2p

| X]| = max |\ < (ZA?F) <n% max |\| =n% | X||

1<i<n P 1<i<n
N———’

—(Tr(X?7)) %

und damit die Behauptung. O
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Kapitel 4

Erganzungen

Dieses Kapitel orientiert sich an [Ban+16, Kapitel 3].

4.1 Weitere Eigenschaften der Spektralnorm Gauf3-
scher Zufallsmatrizen

Zundchst mochten wir, nachdem wir uns in Kapitel 3 ausfiihrlich damit be-
schéftigt haben, wie wir die Spektralnorm gauflscher Zufallsmatrizen nach oben
abschétzen koénnen, uns iiberlegen, wie dies auch nach unten geht. Dazu be-
trachten wir die gleiche Situation wie in der Abschitzung der Spektralnorm
nach oben, Satz 3.6. Es ist also X symmetrisch mit Eintrégen b;;g;;.

Proposition 4.1. [Ban+16, Lemma 3.14] In der Situation wie in Satz 3.6 gilt

BIIXI) 2 0+ B | max o]

Beweis. Schritt 1: Wenn wir die kanonische Basis {e;} des R™ betrachten, kon-
nen wir fiir 1 < ¢ < n rechnen

[N

max | Xe:|]| = max (X1, ... ,Xm)TH = max (Xfl +...+ an)
> ) = .
> max(max | Xi5|) = max | Xi|

Da || X]| = ”m”ax | Xv| und |le;|]| = 1 ist, folgt schon, dass
v||=1

> | = s
IXI = max | X[ = max bi;gi;|

gilt. Mit Erwartungswertbildung ergibt sich dann

1<i4,j

> ] = gl )
BOXI) 2 £ | max X5l = | mox b0 (@)

Schritt 2: Wir betrachten wieder die kanonische Basis {e;} des R"™ und stellen
fest, dass || X|| > max; || Xe;|| gilt. Zum Abschitzen des Erwartungswerts der
Norm benétigen wir zunichst folgende Uberlegung: Nach den Standardregeln
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fiir die Varianz einer Zufallsvariablen Y gilt Var(Y) = E[Y?] — (E [Y])?, es

ergibt sich also fiir Y ~ || Xe;|

E [|[Xeil*] = (E[|Xeil[])* + Var (|| Xei)) - (4.2)
Wir betrachten die Abschiatzung
Var (| Xeg|) < max b5 < max (E [bylgi;[))* < B[] Xeal])” (4.3)

<j<n Y ™ 1<i<n

Die erste Ungleichung ergibt sich dabei aus der GauBischen Poincaré Unglei-
chung [Bou+12, Theorem 3.20]: Fiir einen multivariat standardnormalverteil-
ten Zufallsvektor Y = (Y1,...,Y;,)" und eine stetig differenzierbare Funktion
f:R" - R gilt

Var(f(Y)) <E [[VF(V)]]

In unserem Fall gilt fiir festes ¢, dass Y; = ¢;; und

1
f( ||XeZH - (bzlgzl . bzngzn) 7.
Mit der Kettenregel folgt

2 2 T
Vf(Y) _ (bilgzlv sy bq,ngzn) .

f(Y)
Somit erhalten wir
Var(£(Y)) <E[IV/)IP’] = Hw%mgme}
N Iiizl} ~ s 1,

wobei || Xe;|| # 0 fast sicher.
Die zweite Ungleichung gilt, da der Erwartungswert der Halbnormaverteilung
endlich und grofler 0 ist:

)? = max (E [bijlgi511)* -

max blj
1<j<n

~

2
1@;’2{” bij (E [l9:

Die dritte Ungleichung gilt, weil b;;|gi;| < || Xe;| ist. Wenn wir (4.3) in (4.2)
einsetzen folgt

E [ Xes*] = E I Xeilll)” + Var (| Xes|) S (B[ Xes]])*

Damit und mit der Beobachtung zu Beginn von Schritt 2 kénnen wir schreiben

E(IX]] > max E[||Xeil] 2 max (E [1Xeid?])* = o. (4.4)

Schritt 3: Wir fassen die Ergebnisse (4.1) und (4.4) aus Schritt 1 und 2 zusam-
men und bilden den Mittelwert:

BIXII2 0+ B | mox b

Dabei miissen wir aufgrund der 2 Notation keinen Vorfaktor hinzufiigen, was
den Beweis beendet. O
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Damit haben wir eine addquate untere Abschétzung der Spektralnorm von
X gefunden. Wenn man genug grofie Koeffizienten b;; in X hat, dann zeigt diese
untere Abschétzung einerseits, dass die obere Abschéatzung nach Bandeira und
van Handel, Satz 3.6, scharf ist. Andererseits folgt aber auch aus Satz 3.6, dass
in diesem Fall diese untere Abschétzung scharf ist. Die genaue Situation in der
dies auftritt und den Beweis dazu betrachten wir in dem folgenden Korollar:

Korollar 4.2. [Ban+16, Corollary 3.15] Wir betrachten die Situation von Satz
3.6 und nehmen fir zwei Konstanten c,a > 0 an, dass

[{ij : [bij] > cou}| > n.

Dann gilt
Ef|X|]] < 0 4 0x\/logn,

dabei hangt die universelle Konstante fiir die untere Grenze nur von ¢ und o
ab.

Damit gilt die Scharfe der Abschétzung fiir alle Félle sobald in jeder n®-ten
Reihe, z.B. a = 1, ein grofler Koeffizient ist. Das ist somit in vielen Beispielen
der Fall. Fiir den Beweis des Korollars benttigen wir noch folgendes Lemma:

Lemma 4.3. Fir n € N unabhdngig standardnormalverteilte Zufallsvariablen,
X1, X, "SYN(0,1), gilt

E Lrg_a<x Xl@ > +/logn.

Fiir den Beweis des Lemmas verweisen wir hier auf [Ora+15].

Beweis von Korollar 4.2. Wir notieren zunéchst
I:={ij : |bij| > co.},

also ist n® < |I| < n%. Damit kénnen wir schreiben
E {m&x |bz‘jgij|} >E {max |bijgij] > co.E [max Qij@ :
1) ijel igel

Die rechte Ungleichung folgt dabei aus den Voraussetzungen an I und der Li-
nearitdt des Erwartungswerts. Mit Lemma 4.3 kénnen wir nun die rechte Seite
nach unten abschétzen:

co,E [ma>; gu@ 2 0./ log 1|
IS

Dabei ist die universelle Konstante von dem gewéhlten ¢ abhéngig. Aus der
Voraussetzung n® < |I|und der Monotonie des Logarithmus folgt dann

g.\/log|I| 2 o./log(n®) = o./ay/logn 2> o.+/logn.
Insgesamt gilt also

E [max |b2]gm|:| Z Ox\/ lOgTL,
)
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wobei die universellen Konstanten von der Wahl von ¢ und a abhidngen. Mit
Proposition 4.1 folgt somit

BIIXI) 2 o +E [ max byal] 20+ vogm
<ij<n
Die Abschitzung nach oben folgt direkt aus Satz 3.6:

Ef|X]] < 0+ 0.«y/logn

Zusammen folgt die Behauptung. O

Nachdem wir jetzt den Erwartungswert der Spektralnom nach unten und
oben abgeschétzt haben, moéchten wir uns weiter mit der Wahrscheinlichkeits-
verteilung der Spektralnorm der Matrix X, wie in Satz 3.6, beschéftigen, ge-
nauer gesagt mit deren Tails. Dazu werden wir wieder die Gaufl-Konzentration
benutzen.

Proposition 4.4. [Ban+16, Corollary 3.9] Wir betrachten die Situation von
Satz 3.6 fir 0 <e < % Dann gilt firt > 0, dass

6 5 s
P <||X|| >(1+¢) <2cr—|— g*\/@> +t> < e t7/0),

log (1+¢)

Damit haben wir ohne groflen Aufwand eine niitzliche Abschéatzung der Tails
gewonnen. Des Weiteren erkennen wir, dass die Spektralnorm von X, wie in Satz
3.6, eine sub-gauflsche Zufallsvariable ist.

Beweis. Nach Lemma 2.14 kénnen wir schreiben

[X][= sup [(v,Xv)].
vesSn—1

Wir mochten die Gau-Konzentration, genauer Satz 2.42 anwenden. Dazu fassen
wir || X|| als das Supremum des GauBprozesses {|(v, Xv)|},egn—1 auf. Mit der
Symmetrie von X und Unabhéngigkeit der Eintrige gilt

EH(U,XUHQ] =FE (izjviXijUj>

2,,2,2 22,2
=E ZXijvi Vi + > Xijvi vy + > X Xnvsvjvpv;
i i#£] i#k oder j#l

_ 2 2.2 2 2 2.9 9
=E Zbijgijvi vy + > bijgijvi Uj
ij i
N2 .22 2.2, 2
= Zbijvi Ui+ Z b;;v; V5
ij i#j
< 203,

wobei wir uns die Linearitit des Erwartungswerts, die Varianz der Standard-
normalverteilung und die Eigenschaften der v; zu Nutze machen. Nach Satz 3.6
gilt E || X||] < co. Mit Satz 2.42 folgt also fiir ¢ > 0

P(|X| —E[|X]||] >t) < e /(220D
& P(IX||2E[X]]+1t) < e /040D

= P (|X|| Z (1 +€) (20’+ \/logG(Ts)o.*vlogn) +t) S e—tz/(4af)
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Die letzte Gleichung gilt dabei wegen der Monotonie der Wahrscheinlichkeits-
verteilung und Satz 3.6. O

4.2 Dimensionsfreie Abschatzung

Das Hauptresultat, Satz 3.6,

E[|X]] £ 0+ 0.\/logn

ist zur Abschétzung des Erwartungswerts der Spektralnorm von der Dimension
n abhéingig. Da
logn — o0 firn — oo

bringt das einige Nachteile fiir grofie Dimensionen mit sich, insbesondere, wenn
eine Matrix mit niedriger Dimension eingebettet wird. In diesem Fall ist auch
die untere Abschitzung der Spektralnorm, Korollar 4.2, nicht mehr giiltig und
die obere Abschitzung ist nicht mehr scharf. Somit ergibt sich die Idee die
Dimension n durch eine ,effektive Dimension“ zu ersetzen. Dafiir definieren wir

1

Oilp = | D bal”| (4.5)

1<ij<n

welches unsere ,effektive Dimension® sein wird. Damit konnen wir folgende Ab-
schétzung formulieren:

Korollar 4.5. [Ban+16, Corollary 3.7] Sei X wie in der Situation von Satz
3.6. Dann gilt fir 1 <p < 2, dass

E[|X[]) S o + oy log [0l

O«
Dabei ist die universelle Konstante nur von der Wahl von p abhdngig.

Die Idee des Beweises des Korollars ist es die Matrix X in einem ersten
Schritt nach der GroBe ihrer Koeffizienten b;; aufzuspalten und diese dann in ei-
nem zweiten und dritten Schritt mit Hilfe von Satz 3.6 abzuschéitzen. Im vierten
Schritt bringen wir dann wieder beide Abschitzungen zusammen.

Beweis. Fall 1: 0, = 1: Schritt 1: Um, wie zuvor beschrieben, die Matrix X
in Teilmatrizen aufzuteilen, definieren wir fiir k& € N die Matrix X *) iiber ihre
Eintréage:

(k)
Xij = gijbij12—k<‘bij‘g2—k+l

Das heifit, dass die Matrix X*) dann an den Stellen die Eintrige von X hat,
fiir die gilt 27% < |b;;| < 27%*1, und sonst 0 ist. Wenn wir nun alle Matrizen
X®) nun wieder zusammenfiigen, erhalten wir wieder die Matrix X, somit gilt
mit kg € N

EflX|]=E

[3ox]| <2 |3 x|
k=1 k=1

+Y E [\|X<k>|@ .
k=kg
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Dabei wenden wir die Dreiecksungleichung und monotone Konvergenz an. Die
Konstante kg werden wir im Folgenden noch wéhlen.
Schritt 2: Wir schitzen

oo

> E[Ix®)]

k=ko

ab. Dazu betrachten wir die Anzahl der Eintrige von X*)_ die ungleich 0 sind,
welche wir als c(k) schreiben. Mit obiger Uberlegung iiber die Eintriige von X (k)
kénnen wir schreiben

c(k) = |{ij : 27F < |byy| < 2771}
Mit |(bij)|p, wie in (4.5) definiert, kénnen wir nun abschétzen:
27 Me(k) < Y Wik < < Y [blP = [(0i) [}
1<i,j<n 1<i,j<n

Somit folgt
c(k) < 2"|(bi;)P.

Da X nun ¢(k) Eintriige hat die nicht 0 sind, miissen diese folglich in einer
¢(k) x ¢(k) Submatrix enthalten sein. Fiir diese konnen wir nun o abschétzen
mit

(k)22 < 2741 /o),

sowie o, = max;, |b£;€)\ < 27K+ wobei bg?) die Eintrige von X®*) sind. Mit

obigen Abschitzungen und Satz 3.6 folgt nun

E [\\X(k)||] < o4 o./loge(k) <27k <\/c(k;) + /log c(kj))

< 278 (/20 )T + /log 2 (B ) ) )
< Q—k(l—p/2)|(bij) 5/2.

Da p < 2 ist, fallt die rechte Seite fiir K — oo exponentiell ab. Deshalb existiert
ein k € N fiir das gilt
2P| (b < 1.

Sei nun kg die kleinste ganze Zahl fiir die dies erfiillt ist. Dann kénnen wir wie
folgt abschétzen:

Z E [||X(k)||] < Z ka(lfp/2)|(bij)‘£/2 < ZQ*k(l*p/Q) <o
k=ko k=ko k=0

Dabei nutzen wir in der ersten Ungleichung die Abschédtzung von vorhin, in der
zweiten Ungleichung die Wahl von kg, so dass 2~#(1=2/p) \(bij)|§/2 < 1ist, und in
der dritten Ungleichung das exponentielle Abfallen der Summanden und somit
die Konvergenz der Reihe. Dazu nutzen wir, dass ¢ > o, ist. Die universelle
Konstante hingt dabei von p ab.

Schritt 3: Es bleibt noch -
0

=1 5]
k=1
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abzuschétzen. Wir mochten dafiir wieder Satz 3.6 benutzen. Dazu bendtigen

ko—1
wir, dass die Matrix Y. X*) héchstens

k=1
ko—1 ko—1 ,
> elk) < D7 2|yl S 2807 (biy) I} S (b 5P/ P
k=1 k=1

Eintrige hat. Die Anzahl der Eintrége folgt dabei aus der Definition von c(k)
und die erste Ungleichung aus der Abschéitzung von c(k) aus Schritt 2. Die
zweite Ungleichung folgt, da alle & < ky in der Summe sind. Die universelle
Konstante ist hier wieder von p abhéngig. Die letzte Ungleichung folgt aus der
Definition von kq. Dies wird klar, wenn wir

2koP < (b, NP */(2—p) (4.6)

zeigen. Aus der Wahl von kg in Schritt 2 wissen wir, dass kg die kleinste ganze

Zahl ist, die
9—ko(1- p/2)|( )|p/2 <1

erfiillt. Da nun aber p € [1,2) gilt ko < ko(1 — p/2) und somit ist
1<2° ko|( )‘p/2 <2- ko|( )|p 2/(2— 28

wobei die universelle Konstante von p abhéngt. Wenn man nun die linke und
rechte Seite mit 2¥ multipliziert erhilt man (4.6). Nun kénnen wir Satz 3.6
anwenden und schétzen

wobei wir die Eigenschaften des Logarithmus nutzen.
Schritt 4: Wir miisse nun noch die Schritte 2 und 3 wie im ersten Schritt auf-
geteilt zusammenfiigen:

]Col
EZXH]<G+@V%Q P S 0 4 log | (b

BllxI) <E||'E x|+ £ B (x|

k=kg
So+ 10g\( ij)lp + 0
S o+ log|(bij)lp

Fall 2: 0, # 1. Wir gehen analog zum Beweis von Satz 3.6 vor: Fiir ein allgemei-
nes o, > 0 gilt, falls o, # 1 normieren wir X mit gi Dann gilt fir X = X’ -o,,
dass o/, =1 von X' ist. Wir rechnen

E[IX|] =E[IX'0.]] = o.E[IX'|]
Son (o + \flogl(by)ly ) = (o' + 0y flog ()]

= <0’ + 0.4 /log (b;i)”) .

bij
T x

2
Dabei ist o/ = max; ( ) und somit ist



4.2. DIMENSIONSFREIE ABSCHATZUNG

Weiter ist

=

? > |bz‘j|”]
L<i’i<" _ (i)l

Oy O

%

Ox

p

Bl =1{ >

1<ij<n

Somit folgt die Behauptung auch fir o, > 0.
Fir o, = 0 ist die Behauptung trivial. Aufgrund der Definition von o, iiber den
Betrag ist o, < 0 nicht moglich. O

Bemerkung 4.6. Aus dem Beweis geht hervor, weshalb wir p < 2 wéhlen
miissen. Denn sonst wiirde 2~%(1=7/2) nicht mehr exponentiell abfallen und die
zur Abschitzung benétigte Konvergenz, die wir in den Schritte 2 und 3 benutzen,
ware nicht mehr gegeben. Insbesondere wird auch die universelle Konstante, die
von p abhéngt fiir p — 2 unendlich grof.

Mit dem Korollar 4.5 haben wir nun eine dimensionfreie Abschétzung. Die-
se hat zwei grofle Vorteile gegeniiber Satz 3.6. Einerseits ist dies, dass wir nun
relativ problemfrei niedrigdimensionale Matrizen in hohe Dimensionen einbet-
ten kénnen, ohne dass unsere Abschiatzung durch +/logn schlechter wird. An-
dererseits ergibt sich so auch die Mdéglichkeit unendlichdimensionale Rdume zu
betrachten, da fiir n — oo unsere Abschétzung nicht auch gegen unendlich geht.
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Kapitel 5
Beispiele

Im Folgenden werden wir uns noch das Verhalten der Spektralnorm an bestimm-
ten Beispielen ansehen. Dazu werden wir Zufallsmatrizen simulieren und deren
empirischen Erwartungswert betrachten, welchen wir mit unseren Abschétzun-
gen vergleichen werden.

5.1 Gauflsche Wigner Matrizen

Zunéchst schauen wir uns gaufische Wigner Matrizen an, wobei die Koeffizi-
enten b;; alle gleich 1 sind. Das heifit wir betrachten symmetrische n x n-
Zufallsmatrizen der Form W mit unabhéngig, identisch verteilten Eintrégen
W;; ~ N(0,1). Dazu simulieren wir jeweils N = 100 gaufische Wigner Matri-
zen der Dimension n = 1,...,100 und berechnen deren Spektralnorm. Dann
bilden wir fiir jedes n den empirischen Erwartungswert. Auflerdem berechnen
wir fiir jedes n die Abschitzung des Erwartungswerts der Spektralnorm nach
1

Bandeira und van Handel, Satz 3.6, wobei wir ¢ = 5 wihlen, welches in die-

sem Beispiel gut geeignet scheint. Da alle b;; = 1 sind ergibt sich o, = 1 und
o =max; /> 5, b =/n

E[IX]] <(1+2) (za+ mam)
3<\/ﬁ+ w%ﬂo@)

Weiter wissen wir aus Kapitel 3, dass wir das asymptotische Verhalten

w
Wi _,

Vn

fir n — oo erwarten. Wir entnehmen dem die Approximation

Wl = 2vn

fiir grofles n. Diese Approximation werden wir ebenfalls mit den Ergebnissen
vergleichen. Wir simulieren die Zufallsmatrizen in R:
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# Simulation des FErwartungswerts der Norm
# der Wigner Matrizen mit Dimension n

wigner=function (n,N){
if (n==1){return (mean(rnorm(N)))} # Fall n=1
s=c ()
for (k in 1:N) {
Wematrix (rnorm(n”2) ;nrow=n,ncol = n)
# symmterische Wigner Matrizen simulieren
for (i in 2:n) {
for (j in 1:(i-1)) {
Wl j]=W[j, 1]
}
}
s=c(s,norm(W,"2"))
}

mean(s) # empirischen Erwartungswert bilden

}

# Durchfuehrung der Simulation bis Dimension n=100
Wsim=c ()
for (n in 1:100) {
Wsim=c (Wsim, wigner (n,100))
}

plot (Wsim, ylim=c(0,70), xlab = "Dimension.n",
ylab = "E[[|X[[] ",
main = "Simulation, Gaussscher Wigner Matrizen", pch=16)

# Plotten der Ergebnisse

# asymptotisch zu erwartender Grenzwert
curve(sqrt(x)*2,col=3, add = T, lwd=3)

# Abschaetzung nach Bandeira und van Handel

eps=0.5

Ban=function (s, sstar ,n,e){
(1+e)*(2%s+6/ (sqrt (log(l+e)))*sstarksqrt(log(n)))

}

ab=Ban(sqrt (1:100),1,1:100,eps)

points(ab, col=2, pch=16) # zum Plot hinzufuegen
legend("topleft", c("simulierte Norm",
"Normabschaetzung", "asymptotisches Verhalten"),
col = ¢(1,2,3), pch=c(16,16,16))

Dabei haben wir zunéchst die Zufallsmatrizen, wie oben beschrieben, simu-
liert und deren Spektralnorm berechnet, weiter haben wir die Ergebnisse, wie
auch den asymptotisch zu erwartenden Grenzwert geplottet, siche Abbildung
5.1, die Simulationen in schwarz und die Approximation in griin. Des Weiteren
haben wir die Normabschitzung, Satz 3.6, durchgefithrt und die Ergebnisse in
rot dem Plot hinzugefiigt. Dabei konnen wir gut sehen, wie die asymptotisch
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Simulation Gaussscher Wigner Matrizen

e simulierte Norm
+ MNormabschaetzung
9 - * asymptotisches Verhalten
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Abbildung 5.1: Simulation des Erwartungswerts der Spektralnorm Gaufscher
Wigner Matrizen und Vergleich mit Normabschatzung

Approximation zu den simulierten Ergebnissen passt. Ebenfalls erfiillt die Nor-
mabschéitzung die erwarteten Eigenschaften, ndmlich dass sie die Norm auch
wirklich abschétzt und weiter, dass das Wachstum der Abschétzung nur bis
auf universelle Konstanten dem der simulierten Norm entspricht. Wenn wir den
Quotienten aus der Abschétzung der Spektralnorm und deren Simulation be-
trachten, fallt uns auf, dass der Faktor bei n = 100 zwischen 3 und 4 liegt. Bei
einem Vergleich mit der Abschitzung, bei der wir vor v/n den Faktor 3 haben,
und des asymptotischen Verhaltens von 2,/n erscheint dieses Verhéltnis doch
recht hoch. Dieser groflerer Faktor ldasst sich durch die Komponente, die durch
v/log n entsteht, erkléaren, fiir n = 100 rechnen wir:

3
3 <\/ 100 + \/@\/log 100)
24/100

Der zweite Term der Abschétzung fallt also auch bei der Dimension n = 100
noch deutlich ins Gewicht. Der Quotient fillt aber mit zunehmender Dimension,
wie sich in Abbildung 5.2 erkennen ldsst, was man auf das langsamere Wachs-
tum von +/logn gegeniiber \/n zuriickfiihren kann.

Die Abschétzung bis auf universelle Konstanten mochten wir uns genauer an-
sehen: Wir betrachten die Skalierung verschiedener Abschétzungen bis auf uni-
verselle Konstanten Cj:

Korrekte Skalierung: Wie auch schon in dem Plot zu sehen kénnen wir von dem
Wachstum der Spektralnorm der Matrizen von

~ 3,017.

E[|WI] = Civn,

wobei hier C7 = 2 ist.
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Quotient der Abschéatzung der Norm und der Simulation

10

Quotient

0 20 40 60 80 100

Dimension n

Abbildung 5.2: Quotient der Abschétzung der Spektralnorm und der simulierten
Spektralnorm

Satz 3.6: Nach der Abschétzung von Bandeira und van Handel kénnen wir schrei-

ben:
E[IW]] £ vVn+ Vlogn.
Es ergibt sich also
E[IW]] < Csv/n,

was bis auf einer universellen Konstanten dem Wachstum der korrekten Skalie-
rung entspricht. Dies kénnen wir uns auch an der unteren Abschéatzung, Korollar
4.2, erkennen. Die Voraussetzung von Korollar 4.2 sind hier erfiillt, denn es gibt
n? grofe Koeffizienten und somit gilt

E[[WI] 2 vn+ ylogn

und daher
E[[[W]] > Csv/n.

Die Abschéatzung ist also bis auf universelle Konstanten in diesem Fall scharf.
Bemerkung 3.4: Wenn wir die Abschétzung nach Khintchine

E[IW]] S ovlogn,
hier betrachten und o = /i einsetzten, erhalten wir

E[|W]] < Cyy/nlogn.

Wir hatten diesen Fall auch schon in Kapitel 3 gesehen. Hier ist die Skalierung
also schlechter und die Abschitzung ist nicht mehr scharf.
Bemerkung 3.5: Nach Gordon kénnen wir abschétzen

E[[WI] < owv/n.
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Da hier o, = 1 ist erhalten wir
E[[W]] < Csv/n,

was die korrekte Skalierung ist.
Korollar 4.5: Fir p = 1 erhalten wir

(i)=Y by =n

1<i,j<n

mit o und o, ergibt sich

E[W] £ Vn+ log(n?) < V/n,

was der korrekten Skalierung
EW] < Csv/n

entspricht.

Insgesamt konnen wir also festhalten, dass Die Abschédtzungen nach Bandei-
ra und van Handel, sowie nach Gordon in diesem Besipiel korrekt skalieren,
wahrend die aus der nichtkommutativen Khintchine Ungleichung resultierende
Abschétzung hier schlechter ist. Die Unterschiede in der Giite der Abschétzun-
gen waren jedoch zu erwarten, denn in Kapitel 3 haben wir uns auch Gedanken
dazu gemacht, wann die Abschétzungen nach Khintchine und Gordon der Giite
derer von Bandeira und van Handel entsprechen. Dies war zum Einen der Fall
<2 <1, wenn die nach Khintchine genauso gut ist, und zum Anderen der Fall

T %
g

< > \/n, wenn die Abschitzung nach Gordon der Giite derer nach Bandeira

T x

und van Handel gentigt. Da in diesem Beispiel aber > = @ = /n gilt, liegt
genau der zweite Grenzfall vor.

In einem weiteren Beispiel méchten wir uns noch mit dem anderen Grenzfall

beschéftigen.

5.2 Schwach besetzte Matrizen

Wir betrachten jetzt den Fall, dass die Matrix X eine Diagonalmatrix ist. Dazu
setzen wir die b; = 1 fiir 1 < 4 < n und alle b;; = 0 fiir i # j. Es ergibt
sich direkt, dass ¢ = o, = 1 gilt. Analog zu dem Beispiel Gaufischer Wigner
Matrizen simulieren wir wieder je N = 100 Zufallsmatrizen der Dimension n =
1,...,100 und berechnen den Erwartungswert der Spektralnorm. Wir fithren
die Simulation wieder mit R aus.

# Simulation des Erwartungswerts der Norm normalverteilter
# Diagonalmatrizen mit Dimension n, N ist Anzahl der Matrizen
diagonalGauss=function (n,N){
if (n==1){return (mean(rnorm(N)))} # Fall n=1
s=c()
for (k in 1:N) {
x=matrix (0 ,nrow=n, ncol=n)
diag (x)=rnorm (n)
s=c(s,norm(x,"2"))
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Simulation Gaussscher Diagonalmatrizen

40

7] * simulierte Norm
+ MNormabschaetzung

|
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Abbildung 5.3: Simulation des Erwartungswerts der Spektralnorm Gaufscher
Diagonalmatrizen und Vergleich mit Normabschétzung

}

mean(s) # empirischen Erwartungswert bilden

}

Dsim=c ()

for (n in 1:100) {
# Durchfuehrung der Simulation bis Dimension n=100
Dsim=c (Dsim , diagonalGauss (n,100))

}

# Plotten der FErgebnisse

plot (Dsim, ylim=c(0,40), xlab = "Dimension,n", ylab = "E[||X]||]"

main = "Simulation  Gaussscher Diagonalmatrizen"', pch=16)

# Abschaetzung nach Bandeira und van Handel
eps=0.5
Ban=function (s, sstar ,n,e){

(1+e)*(2%s+6/(sqrt (log(l+e)))*sstarxsqrt(log(n)))

}

ab=Ban(1,1,1:100,eps)

points(ab, col=2, pch=16) # zum Plot hinzufuegen
legend("topleft", c("simulierte Norm",
'Normabschaetzung"), col = ¢(1,2), pch=c(16,16))

AuBerdem berechnen wir wieder die Abschétzung der Spektralnorm nach Band-
eira und van Handel, Satz 3.6, und wahlen dafiir wieder ¢ = % Somit ergibt
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Quotienten der Abschéatzung / Simulation / asymptotisches Verhalten
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Abbildung 5.4: Quotienten aus Abschitzung der Spektralnorm, deren Simulati-

on und +/logn

sich

6
E[X]] <(1+4¢) <20+ ma*\/logn>

=3 (1 + \/é’?%\/log n)
< Vlogn

EfIX|] < Coy/logn

fiir eine universelle Konstante Cy und n > 2. In Abbildung 5.3 erkennen wir,
dass trotz eines asymptotisch dhnlichen Wachstums die Abschédtzung im Abso-
luten nicht besonders genau scheint. Den Quotienten aus der Abschétzung und
der Simulation sehen wir in Abbildung 5.4. Der relativ grofle Quotient lasst sich
auf den Vorfaktor \/10273/2 ~ 14,134 zuriickfithren, wihrend die Spektralnorm
wie y/logn mit einem Vorfaktor zwischen 1 und 2 wéchst, was ebenfalls aus
Abbildung 5.4 ersichtlich wird.

Ob die Abschétzung bis auf universelle Konstanten trotzdem scharf ist, kon-
nen wir mit Korollar 4.2 priifen. Da es genau n Eintrdge b;; = 1 gibt, ist die
Voraussetzung fiir Korollar 4.2 erfiillt und wir schétzen nach unten ab:

E[|X|] 2 o+ o.y/logn 2 \/logn,
falls n > 2 ist. Somit gilt in diesem Fall
E[|X[[] > C1+/logn

und die Abschitzung ist bis auf universelle Konstanten scharf. Weiter mochten
wir die Abschitzung den anderen Abschitzungen, die wir kennen gelernt haben,

Das entspricht
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vergleichen:
Bemerkung 3.4: Mit der Abschétzung nach Khintchine,

E[W]] 5 ovlogn,

erhalten wir fir c =1
E[[W]] < Cay/logn,

und somit eine bis auf universelle Konstanten scharfe Abschatzung.
Bemerkung 3.5: Nach Gordon kénnen wir abschétzen

E[[WI] < owv/n.

Da hier o, = 1 ist erhalten wir
E[[W]] < Csv/n

fiir eine universelle Konstante C3. Das entspricht jedoch keiner scharfen Ab-
schitzung.
Korollar 4.5: Fiir p = 1 erhalten wir mit

(bi)h= > by=n

1<i,j<n

und o =0, =1firn > 2

E[WI] <1+ logn < v/logn,

was der korrekten Skalierung

E[[W]] < Csv/logn

fir eine universelle Konstante Cj entspricht.

Wenn wir die Abschéatzungen vergleichen stellen wir fest, dass diese bis auf jene
nach Gordon, Bemerkung 3.5, bis auf universelle Konstanten scharf sind. Im Fall
von Bemerkung 3.5 ist das Wachstum der Abschatzung mit y/n im Vergleich zu
Viogn deutlich grofier. Analog zu dem Beispiel 5.1 erkennen wir wieder, dass
hier ein Grenzfall vorliegt. Denn es gilt = = 1 und somit liegt der minimale
mogliche Fall > < 1. Wir hatten uns bereits iiberlegt, dass in diesem Fall die
Abschéitzung aus Bemerkung 3.4 bis auf universelle Konstanten genauso gut ist,
wie die nach Bandeira und van Handel. Diese Abschéatzung hatte jedoch in dem
anderen extremen Fall im Beispiel 5.1 schlechter abgeschnitten. Die Abschét-
zung aus Bemerkung 3.5 hatte hingegen in dem maximalen Fall im Beispiel 5.1
gut abgeschnitten, verfehlt aber in dem hier vorliegenden minimalen Fall das
korrekte Wachstum deutlich.

Bemerkenswert ist zudem, dass auch unsere dimensionsfreie Abschatzung, Ko-
rollar 4.2, in beiden Beispielen eine bis auf universelle Konstanten scharfe Ab-
schitzung liefert. Da sie aber, im Gegensatz zu Satz 3.6, auch fir niedrigdi-
mensionale Matrizen, die in héhere Dimensionen eingebettet sind, sowie fiir
bestimmte unendlichdimensionale Matrizen geeignet ist, scheint sie eine gute
alternative Abschéitzung zu bieten.
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