
F2 - Praktikumsversuch

Q u a n t e n c h a o s
Bestimmung von Eigenfrequenzen und Wellenfunktionen

in billardförmigen Hohlraumresonatoren

(Version vom 08.04.2008)

Einführung

Als Einführung in die Thematik studiere man den beiliegenden Aufsatz
”
Experimente zum Quanten-

chaos“ [1] sowie die beiden Originalarbeiten [2,3].

Der Versuch besteht aus drei Teilen:
Im ersten Teil werden Resonanzfrequenzen billardförmiger Hohlraumresonatoren bestimmt. Dazu wer-
den Mikrowellen in die Billards eingestrahlt und das reflektierte Signal gemessen. Bei den Resonanz-
frequenzen bildet sich eine stehende Welle im Resonator aus, wodurch Energie in den Resonator
eingekoppelt wird. Die vom Analysator gemessene (ausgekoppelte) Energie ist dann von geringerer
Intensität: die Resonanzen machen sich also als Einbrüche in der reflektierten Mikrowellenleistung
bemerkbar.
Im zweiten Versuchsteil wird eine Wellenfunktion im Resonator vermessen. Durch zweidimensionales
Abtasten der Billardfläche erhält man ein Abbild der stehenden Welle. Es stehen Resonatoren in der
Form eines Stadion-, Sinai-, Rechteck- und Halbkreisbillards zur Verfügung. Es wird je eine Messung
an einem integrablen (Rechteck- oder Hablkreis-) und einem nichtintegrablen (Stadion- oder Sinai-)
Billard durchgeführt.
Im dritten Versuchsteil sollen mit Hilfe eines Computerprogramms Trajektorien von verschiedenen
klassischen Billards untersucht werden. Dabei soll erarbeitet werden, wie sich Chaos in Phasenraum-
strukturen manifestiert und welche Zusammenhänge zwischen klassischem Chaos und Quantenchaos
bestehen.

Aufgrund der erheblichen Datenfülle erfolgen Messwertaufnahme und Datenanalyse mittels Computer.
Die jeweils eingesetzten Programme werden in den beiden Versuchsteilen beschrieben.

Versuchsaufbau
Die nebenstehende Abbildung zeigt den
Mikrowellen-Versuchsaufbau, die Pfeile zeigen
die Ausbreitungsrichtung der Mikrowellen:
Die vom Generator erzeugten Mikrowellen
werden über ein Mikrowellenkabel einem Lei-
stungsteiler zugeführt. Von diesem werden sie
einerseits durch einen Zirkulator in den Reso-
nator geleitet, andererseits zu einem Detektor,
der an den Analysator angeschlossen ist. Das
im Resonator reflektierte Signal wird wieder
durch den Zirkulator einem zweiten Detektor
zugeführt und so vom Analysator gemessen.
(Die Detektoren wandeln das Mikrowellensignal
in ein Spannungssignal um.)
Der Analysator teilt das Messsignal durch das
Referenzsignal und kann dadurch Kabelstörun-
gen unterdrücken.
Der PC steuert Generator und Analysator und
speichert die Messdaten.
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Teil I Bestimmung der Resonanzfrequenzen im Frequenzbereich

von 1.25 GHz bis 18.5 GHz.

Messung

Man starte das Messprogramm und wähle den Menüpunkt Measurement: Spectrum aus. Im folgenden
Dialogfenster werden die Parameter für die Messung sowie ein Dateiname zum Abspeichern abgefragt.
Man sollte das Billard bei der Positionierung vor der Messung n i c h t auf die beiden Seitenmitten
hin zentrieren! (Beim Rechteck sind die Symmetrieachsen für viele Resonanzfrequenzen Knotenlinien,
an denen sich keine Energie einkoppeln lässt!)
Da die Messgeräte den gesamten Frequenzbereich von 1.25 GHz bis 18.5 GHz nicht auf einmal unter-
suchen können, geschieht dies intervallweise; dies kann man am Display des Meßgerätes verfolgen. (Bei
Frequenzen ν > 18.74 GHz lassen sich die eingesetzten Billards mit einer Bauhöhe von d = 8 mm nicht
mehr als zweidimensional auffassen: Für ν > c/2d bilden sich stehende Wellen auch in z-Richtung aus,
vgl. beiliegende Arbeiten.)
Nach Abschluss der Messung bestätigt das Programm die Speicherung der gemessenen Daten.

Auswertung

Die gemessenen Spektren können wie folgt in das Auswerteprogramm f1chaos eingeladen werden:
Zunächst starte man das Programm IDL und gebe in dessen Kommandozeile den Befehl f1chaos ein.
Mit dem Menüpunkt Load: SNA kann man dann die Spektren einladen. Anschließend sollte man
Fläche und Umfang des verwendeten Billards im Menüpunkt Billard: BillardParameter eintragen!
Diese werden später bei der Auswertung benötigt.
Das Programm ermöglicht das Markieren von Resonanzen; die Mehrzahl der Resonanzen sind stark
genug, um sie vom Programm halbautomatisch finden zu lassen. Dazu stellt man die zweite Ableitung
des Spektrums dar, weil darin die Lorentz-Linien schärfer und damit leichter erkennbar sind. Mit Hilfe
einer Diskriminator-Linie kann man dann alle Peaks, die eine gewisse Mindesthöhe haben, automatisch
markieren lassen.
Schwächere und sich überlappende Resonanzen muß man anschließend noch einzeln markieren.
Da der Generator, der die Mikrowellen erzeugt, im Verlauf der Messung nach jedem Frequenzintervall
(Messfenster) weitergeschaltet wird, können mitunter bei den Frequenzen, die an den jeweiligen In-
tervallgrenzen lagen, kleine

”
Schaltspitzen“ zu sehen sein. Diese haben jedoch eine ganz andere Form

und sind gut von den lorentz-förmigen Resonanzen zu unterscheiden. Schwache Peaks großer Breite
sind Kabelresonanzen, die nicht markiert werden dürfen.
Nachdem alle Resonanzen markiert worden sind, können diese abgespeichert werden.

Geometrie der Billards

Die theoretisch zu erwartende Anzahl von Resonanzfrequenzen im untersuchten Frequenzintervall
(1.25 - 18.5 GHz) lässt sich bei bekannten Resonatormaßen mittels der Weyl-Formel berechnen. Diese
Rechnung kann (sollte!) schon vor Versuchsbeginn durchgeführt werden. (vgl. Anhang)
Maße der Billards:

Rechteck Halbkreis Stadion Sinai

L=22cm

B
=

1
1
c
m

R=11cm L=22cm

B
=

1
1
c
m R=11cm

L=20cm

B
=

1
1
c
m R=5cm

Aufgrund der Symmetrie des Rechtecks und des Halbkreises ist ein erheblicher Schwund von Reso-
nanzen zu erwarten (ca. 30%), beim Stadion bzw. Sinai liegt der Schwund noch bei etwa 10%.
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Darstellung

Im Menü Extract: Fourier-Transform läßt sich eine Fouriertransformation der markierten Resonanz-
frequenzen in den Bahnlängenraum durchführen (die Maxima der Fouriertransformierten entsprechen
klassischen periodischen Bahnen, vgl. beiliegende Arbeiten). Die fourier-transformierten Daten kann
man ebenfalls abspeichern.
Unter dem Menüpunkt Extract kann auch die Nächste-Nachbar-Verteilung der markierten Frequen-
zen dargestellt werden. (Liefert nur dann akzeptable Diagramme, wenn schon sehr viele Frequenzen
markiert wurden!!!) Diese Funktion gibt nur eine Übersicht, die genaue Darstellung ist Aufgabe der
Versuchsauswertung!

Teil II Untersuchung stehender Wellen in Billards

Die Messung einer Wellenfunktion kann im Meßprogramm über den Menüpunkt Measurement: Wa-

vefunction gestartet werden.
Das Programm verlangt die Eingabe eines schmalen Frequenzbereiches, in dem nur eine Resonanz-
frequenz liegen darf. Man wähle eine Resonanzfrequenz zwischen 2 und 6 GHz, da die Ortsauflösung
beim manuellen Abtasten des Billards nicht groß genug ist, um feiner strukturierte Wellenfunktionen
zu analysieren.
Entweder ist noch eine geeignete Eigenfrequenz aus Teil I bekannt, oder man suche durch wiederholte
Eingabe und anklicken des Set-Buttons so lange, bis man einen geeigneten Frequenzbereich gefunden
hat. Das Meßgerät wird dabei immer wieder neu initialisiert, was jeweils einige Sekunden dauern kann.
Nach Eingabe des Frequenzintervalls stellt das Programm am Bildschirm ein Gitternetz dar. In die-
sem Netz kann man sich mit den Cursortasten bewegen, die aktuelle Position wird ständig angezeigt.
Dieses Gitter ist auch auf das Billard geklebt, so dass man durch Verschieben des Billards die Bil-
lardfläche gemäß Netzeinteilung ’abfahren’ kann. Durch Drücken der Leertaste nimmt der Computer
den Minimalwert (vgl. Einleitung: Peaks weisen nach unten) vom Netzwerk-Analysator-Display auf
und markiert das zugehörige Feld am Computerbildschirm in einer von diesem Wert abhängigen Far-
be. Der Cursor springt automatisch weiter. Es wird stets der Maximal- und Minimalwert der bisher
aufgenommenen Werte am Bildschirm ausgegeben, außerdem der zuletzt gemessene Wert. Wenn alle
Felder ’ausgemessen’ sind, lässt sich das Gesamtfeld über den Menüpunkt File: Save speichern.

Teil III Klassisches Chaos in Billards

Fragestellung: Wie äußert sich klassisches Chaos im Phasenraum?
Die Dimension des Phasenraums eines 2D-Billardsystems mit Energieerhaltung ist 3. Daher betrachtet
man zur Untersuchung von Phasenraumstrukturen sogenannte Poincaré-Schnitte. Statt dem 3-dim.
Phasenraum mit stetiger Dynamik betrachtet man nun einen 2-dim. Phasenraum mit diskreter Dyna-
mik, indem man bei jeder Wandreflexion die Position auf der Berandung und den Einfallswinkel als
Punkt in einem Poincaré-Plot aufträgt.
Phasenraumstrukturen: Bei vollständig chaotischen Systemen füllt fast jede Trajektorie den Pha-
senraum komplett aus. Man spricht dabei von Ergodizität. Bei regulären Systemen hingegen bewegen
sich die einzelnen Trajektorien auf eindimensionalen Bahnen (im Poincaré-Schnitt). Dies ist die Folge
einer Erhaltungsgröße. Die meisten Systeme sind allerdings weder voll chaotisch noch regulär, sondern
sie weisen einen gemischten Phasenraum auf. Um dieses Verhalten genauer zu untersuchen betrachte
man das Quadrupol-Billard (auch Nöckel-Billard genannt). Dessen Berandung ist in Zylinderkoordi-
naten gegeben durch

r(ϕ) = 1 + ε cos 2ϕ .

Für ε = 0 entspricht dieses dem Kreis; ε parametrisiert also die Deformierung des Kreises.
Zusammenhang mit Quantenchaos: Nur für vollständig chaotische Systeme gelten die Vorhersagen
der Zufallsmatrix-Theorie.
Aufgabe: Mit Hilfe des Programms poincare sollen die Phasenraumstrukturen und die zugehörigen
Bahnen für Kreis-, Ellipse-, Sinai- und Quadrupol-Billard dargestellt und erläutert werden.
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Versuchsauswertung

Teil I

a) Man erstelle die Nächste-Nachbar-Statistik für die aufgenommenen Resonanzenergien E ∼ k2:
jeweils ein Histogramm für die beiden gemessenen Billards. Dazu unterteile man die aufgetretenen
Abstände benachbarter normierter Eigenenergien si (vgl. Anhang b) in Intervalle, z.B. Abstand 0.0
- 0.1 als 1. Intervall, Abstand 0.1 - 0.2 als 2. Intervall, usw. Dann bestimme man die Anzahl der
Elemente (Abstände) in jedem Intervall und zeichne das Histogramm. Um mit den Theoriekurven
(Wigner-/Poisson-Verteilung) vergleichen zu können, muß die Histogrammfläche auf 1 normiert wer-
den.
Aufgrund der relativ geringen Anzahl von Abstandswerten wird das Histogramm die Form der theore-
tischen Kurven nicht sehr gut approximieren. Zudem beeinflußt auch die gewählte Intervallgröße das
Aussehen des Histogramms; daher ist es sinnvoll, auch die integrierte Abstandsverteilung zu betrach-
ten. Dabei wird die relative Häufigkeit der Abstände im Intervall [0,s] mit den theoretischen Kurven
für

∫ s
0

P (s′)ds′ verglichen.
b) Man trage die Anzahl der gefundenen Eigenwerte nexp(Ei) = n über nweyl(Ei) auf. Dabei ist
nweyl(Ei) die theoretische Anzahl der Resonanzen die mit der Weyl-Formel bestimmt wird (s. Anhang
a).
c) Aufgrund der Gutzwiller-Theorie (siehe Anlage 1), besteht ein Zusammenhang zwischen der Zu-
standsdichte ρ(E) und den klassischen periodischen Bahnen des Billards. Die Zustandsdichte zerfällt
in zwei Anteile: ρ(E) = ρ0(E)+ρosc(E). Dabei lässt sich ρ0(E) über die Weyl-Formel bestimmen. Der
oszillierende Anteil ρosc kann als Summe von Beiträgen klassischer periodischer Bahnen p des Billards
geschrieben werden:

ρosc =
∑

p

Ape
ikLp

Eine Fouriertransformation dieser Formel liefert gerade Beiträge bei Längen die den periodischen
Bahnen entsprechen. Man stelle die mitgegebene Fouriertransformation als Graph dar, berechne die
Längen einiger kurzer periodische Bahnen des Billards (Skizze) und ordne den Peaks im Graphen der
Fouriertransformierten die entsprechenden periodischen Bahnen zu.
Gut lässt sich z.B. der

”
Bouncing-Ball-Orbit“ bei der Länge finden, die gleich der doppelten Billard-

breite ist. (Bouncing-Ball: Man stelle sich einen Ball vor, der parallel zur kürzeren Seite zwischen den
Längsseiten des Rechtecks hin- und herläuft.)

Teil II

Man stelle die gemessenen Billard-Wellenfunktionen dar:
Entweder mittels Farben oder Graustufen ähnlich der Darstellung am Computer während des Versuchs
und/oder (falls vorhanden) mit eigener oder kommerzieller Software als 3-D-Plot.
Die gemessene Rechteck- bzw. Halbkreis-Eigenfunktion bestimme man auch theoretisch, indem man
die entsprechende Schrödinger- (bzw. Helmholtz-) Gleichung mit Hilfe eines Separationsansatzes ana-
lytisch löst.
Man vergleiche die theoretischen Eigenenergien mit der Eigenenergie der gemessenen Wellenfunkti-
on. Schließlich soll auch die analytisch erhaltene Wellenfunktion graphisch dargestellt und mit der
experimentellen Wellenfunktion verglichen werden.
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Anhang
a) Zustandsdichte
Die Zustandsdichte ρ(E) eines Systems ist gegeben durch die Summe von Deltafunktionen an den
Stellen der Eigenenergien Ei: ρ(E) =

∑
i δ(E − Ei).

Die integrierte Zustandsdichte n(E) =
∫ E
0

ρ(x)dx lässt sich in zweidimensionalen Billards durch die
Weyl-Formel annähern:
nweyl(E) = (AE − U

√
E)/4π; A, U : Billardfläche/-umfang

E = k2 = (2πν/c)2; (E ist bis auf einen konstanten Faktor analog zur
Energie des entsprechenden quantenmechanischen
Teilchens)

b) Abstandsverteilungen
In integrablen Systemen erwartet man bei der Abstandsstatistik eine

Poisson-Verteilung: P (s) = e−s ,
und in nicht-integrablen Systemen eine

Wigner-Verteilung: P (s) = π
2
se−πs2/4 ,

wobei s der Abstand zwischen zwei normierten Eigenenergien durch (si = nweyl(Ei) − nweyl(Ei+1))
gegeben ist und somit der mittlere Abstand s auf 1 normiert ist. In beiden Verteilungen ist die
Gesamtwahrscheinlichkeit auf 1 normiert.
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